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Vorwort. 



Als „geometrische" Transformaüonen bezeichne ich im 
folgenden solche Verwandtschaften, weiche, abgesehen von 
der analytischen Festlegung, auch durch übersichtliche, geo- 
metrische Konstruktionen vermittelt werden können und 
welche weiter in erster Linie zur Erforschung geo- 
metrischer Eigenschaften der Gebilde dienen. Nach 
dieser allerdings nicht strengen Begriffsbestimmung werden 
z. B, die konformen Abbildungen nicht mehr in das von 
uns begrenzte Gebiet gehören. Denn bei diesen verfolgt 
man ■wesentlich funktionen- theoretische Interessen. Ebenso 
dürfen die in der Kartographie gebräuchlichen Abbildungen 
unberücksichtigt bleiben, da sie der überwiegenden Mehr- 
zahl nach nicht durch rein geometrische Operationen ab- 
zuleiten sind. 

In dem vorliegenden ersten Teile behandle ich zunächst 
die projektiven Transformationen. Als Ausgangspunkt 
wurde die projektive Maßbestimmung gewählt und des- 
wegen, sowie um dem Buche eine gewisse Selbständigkeit 
zu geben, im ereten Abschnitt die Theorie der sogenauuteu 
projektiven Koordinaten, soweit es nötig war, entwickelt. 
Daran schließt sich die Betrachtung der Kollineation und 
der Korrelation, indem diese Verwandtschaften der Eeihe 
nach für die Grundgebilde erster, zweiter und dritter Stufe 
durchgeführt werden. Die einschlägigen, analytischen Pro- 
bleme, sowie die von der iinalysis gebotenen HÜfsmittel 
finden überall wenigstens Erwähnung. 
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IV Vorwort. 

Wenn feroer in der Gegenwart das deutliche Bestreben 
zu erkennen ist, zwischen den mathematlsehen und tecli- 
nischen WisBenschaften einen engeren Zusammenschluß her- 
zustellen, so mag es nicht unangebracht erscheinen, daß die 
Anwendungen der projektiven Beziehungen in der dar- 
stellenden Geometrie eine eingehende Erörterung erfahren. 
Gewiß ist es ja nötig, bei den Konstruktionen der deskriptiven 
Geometrie jederzeit das ßaumobjefct innerlich vor Äugen 
zu haben und alle im Bilde ausgeführten Operationen zu 
demselben in Beziehung zu setzen. Ist dies aber einmal 
erreicht, so führt die zeichnerische Durchführung fast immer 
zu kollinearei) Beziehungen, und man kann geradezu sagen, 
die darstellende Geometrie sei die Lehre von der systema- 
, tischen Ausnutzung dieser kollinearen Verwandtschaften. 

In Verfolgung des gleichen Gedankens fuge ich auch 
eine Beschreibung der einfacheren Apparate bei, weiche 
projektive Transformationen in mechanischer Weise herstellen. 

Auch die Anwendungen projektiver Abbildungen in der 
Kunst (Perspektive, Eelief), in der konstruierenden, neueren 
Geometrie, in der Kinematik, Optik der Instrmnente und 
Krystallographie fanden Berücksichtigung und wurde nament- 
lich mit Literaturangaben, die sich auf Anwendungen der 
theoretischen Untereuchiingen in den Naturwissenschaften 
oder in der Technik beziehen, nicht gespart. 

Im zweiten Teüe gedenke ich die quadratischen und 
Cremonaschen Transformationen in der Ebene und im 
Räume, sowie höhere Korrespondenzen und geometrische 
Anwendungen dieser Theorien zu erledigen. 

Sollte meine Arbeit die Freude an geometrischen Studien 
fördern und erhöhen, so würde damit auch die Absicht von 
Herrn Professor Dr. H. Schubert erreicht, auf dessen Ver- 
anlassung und Anregung hin ich die Bearbeitung der geo- 
metrischen Transformationen übernommen habe. 

München, Februar 1902. 

Karl Doehlemann, 
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I. Abschnitt. 

Projektive Koordinaten. 

I. Kapitel. 

Das Doppelverliältiiis. Binäre MarsbestimmTing. 

§ 1. Sätze über das Doppelverhältiiis. 

Der Begriff der Transformation. 

1. Der Ausdruck „Transformation" wird in der Ma- 
thematik in verschiedenem Zusammenhang gebraucht, 

Ist z. B, j, •, n 

f{xye) =0 

die Gleiehung einer Fläche, bezogen auf ein beliebiges 
Koordinatensystem, so kann man verlangen, die Gleichung 
derselben Fläche in bezug auf ein anderes Koordinaten- 
system aufzustellen. Hat ein Punkt (x, y, s) in bezug auf 
dies neue Koordinatensystem die Koordinaten x', y', s', so 
werden x, y, s Funktionen von x', y', z' sein in der Art, 
daß etwa 

(1) x = (p{xy-s"), y^y;(x'y's'), ^ = xip'v'^')- 
Die Gleichung der Fläche f, bezogen auf das neue Ko- 
ordinatensystem, erhalten wir dann, wenn wir in f=0 an 
Stelle von x, y, z eben diese Ausdrücke in den neuen Ko- 
ordinaten einführen. Diesen Übergang von dem einen 
Koordinatensystem zu dem anderen bezeichnet man als eine 
Transformation der Koordinaten. 

Eine andere Bedeutung des BegrifPes der Transfoimation, 
wie sie im folgenden fast ausschließlich benutzt werden wird. 
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2 I- Das Doppel Verhältnis. Binäre MaßbestimmuEg. 

möge an dem einfachBteii Beispiel einer Punkttraiisformation 
erläutert werden. Es seien wieder x, y, s die Koordinaten 
eines Punktes in einem Koordinatensystem, femer seien 
fij /21 fs gegebene Funktionen von a;, y, s. Ist nmi im 
Eaume ein zweites Koordinatensystem gegeben, in bezug auf 
welches ein Punkt durch die Koordinaten x' , y' , s' fest- 
gelegt wird, so mögen die Gleichungen bestehen; 

(2) x' = f^(x,y,s), y'=f2{x,y,e), s:' =^f^(x,y,^). 

Tai jedem Wertsystem x, y, s erhält man aus diesen Glei- 
chungen ein Wertsystem x' , y' , s' oder eine Reue solcher 
Wertsysteme. 

Ist man femer imstande, die Gleichungen (2) auch nach 
ic, y, 3 aufzulösen, so daß mau hat 

(3) x = q)^{x'%j' s'), y = <p^{xy's'), s^ <p^{x' y' z), 

so werden durch diese Gleichungssysteme die Punkte des 
Raumes einander zugeordnet. Irgend einer Fläche, z. B, 

F{xyz) = 0, 
entspricht eine andere, die man erhält, wenn man in i^=0 
die Werte von x, y, s aus den Gleichungen (3) einführt. 
Diese Fläche wird also in eine andere verwandelt, und auch 
diesen Übei^ng von dem einen Gebilde zu dem anderen 
nennt man eine Transformation. Wäkrend im ersten Falle 
das räumliehe Gebilde in bezug auf ein neues Koordinaten- 
system eine andere Form der Darstellung annahm, geht im 
zweiten Falle das geometrische Gebilde in ein anderes über. 
In beiden Fällen aber vollzieht sich die Transformation da- 
durch, daß man an Stelle der Koordinaten neue Ausdrücke 
einfuhrt, also durch eine Substitution. Wie ferner die 
Gleichungen (2) und (3) die Punkte zweier in einander trans- 
formierter Gebilde einander zuordnen, also eine Punkte 
tranaformation vorstellen, so kann man durch entsprechende 
Änderungen einem Punkte etwa eine Ebene zuweisen oder 
auch irgend welche andere Gebilde. 

2, Die Beziehung oder „Verwandtschaft", welche zwischen 
solchen in einander transformierten Gebilden besteht, kann 
selbst Gegenstand der Untersuchung sein und zur Gewinnung 
geometrischer Eesultate dienen. Andererseits kann man auch 
die analytische Seite der Transformation, die Verän"' 
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§ 1. Sfttze über das Doppel Verhältnis. ;-} 

Umformungen, Eeduktionen der Gleichungen in den Vorder- 
grund der Betrachtung stellen. 

Als „geometrische Transformationen" — einem im übrigen 
nicht strenge zu definierenden Begriffe — sollen im folgenden 
solche Transformationen betrachtet werden, bei welchen der 
geometrische Zusammenhang zwischen den aufeinander 
bezogenen Gebilden in einfacher Weise übersehen werden 
kann, so daß uns überhaupt die geometrischen Beziehungen 
in erster Linie interessieren. 

Um eine weitere Abgrenzung zu gewinnen, mögen zu- 
näehst die projektiven Transformationen behandelt werden, 
d. h. solche Verwandtsschaften, welche die projektiven Eigen- 
schaften der Gebilde unverändert lassen. Ganz von selbst 
wird bei diesen der Begriff des Doppelverhältnisses eine 
wichtige Bolle spielen. 

Unsere nächste Aufgabe besteht nun darin, die Elemente 
der Geometrie, Punkt, Gerade, Ebene in ihrer Lage durch 
Koordinaten festzulegen, die im Sinne dei' projektiven Geo- 
metrie möglichst allgemein, demnach durch Doppelverhältnisse 
ausgedrückt sind. 

Das Doppelverhältnis. 
3. "Vier Elemente eines Grundgebildea erster Stufe, also 
vier Punkte A, S, C, D einer Punktreihe, vier Strahlen 
a, b, c, d eines Strahlenbüschels oder vier Ebenen a, ß, y, d 
eines Ebenenbüsehels bilden ein- Doppe! Verhältnis, das man 
in folgender Weise darzustellen pflegt: 
,,„,,„, ÄC AI) 

^ ' smihc) 8m{bd) 

K'^HY^) sin(^j.} sin(^Ö) 
Sind die vier Elemente und ihre Zuordnung gegeben, so ist 
der Wert des Doppel Verhältnisses, auch dem Vorzeichen 
nach, bestimmt. Wenn die beiden Paare von Elementen, 
z. E. Ä, B und C, D, sich treDneii, so ist der Wert des 
Doppel Verhältnisses negativ. Trennen sich die beiden Paare 
nicht, so hat das Doppel Verhältnis einen positiven Wert. 
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I. Das Doppelverbilllnis. Binäre Maßbestimmung. 



Liegen die beiden Paare, z. B. A, B uud 0, D, hai 

so entspricht dies dem Werte — 1 für das Doppel Verhältnis 

{ABGD). Ferner gilt noch folgender wichtige Satz: 

Sind drei Elemente eines Grundgcbildes ersterStufe 
gegeben, sowie ihre Zuordnung, z,B. die Punkte Ä,]i, C 
einer Pnnktreihe, und ist ^ irgend eine reelle, positive 
oder negative Zahl, so gibt es bloß einen Punkt D 
der Punktreihe, der mit Ä, B, C das Doppel- 
verhältnis X hüdet, so daB also 
{ÄBCD) = L 
4. Aus vier Elementen, z. B. vier Punkten A, B, C, B, 
kann man 24 Doppel Verhältnisse bilden, die aber nur sechs 
verschiedene Werte haben. Bezeichnet man einen derselben, 
etwa {ABCB), mit X, so lassen sich die übrigen fünf Werte 
rational durch ihn ausdrücken, wie die folgenden Formeln 
angeben, welche gleichzeitig die für das Rechnen mit Doppel- 
Verhältnissen nötigen Gesetze der Umformung solcher Aus- 
drücke enthalten: 



(1) 

(2) 


(ABCB) . 
(ABCII) . 


.(ODÄB)-!.. 
.(BABO)~l. 


(3) 


(ABBO) . 


1 1 


[ABCD] I' 


(6) 


(BAGB) = 
(AGBB) = 


1 1 


(ABCB) l ■ 
. 1 — (ABCB) 


(6) 


(ACDB) . 


1 
1 — A' 


P) 


(ABCB). 


(ABCB) 
(ABCD) — 1 


(8) 


(ABBC) . 


i ■ 



Darstellung der aus n Elementen abzuleitenden 

Doppel Verhältnisse. 

ö. Es seien j etat beliebig viele Punkte A, B, C, D, ... 

einer Pimktreihe gegeben. Wir sondern drei derselben aus, 

A, S, C, und legen vier v^eitere Punkte, D, E, F, G, je 
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§ 1. Sätze über das Döppelyerhältais. 5 

durch das Doppel Verhältnis fest, das sie mit A, B, C bildeD. 

Es sei also 

{ÄBCD] = 5, {ABCF)^<p, 

{ABGE) = E, {AJiCG) = t. 

Wie läßt sich dann das Doppelverhältnis [BEFG) durch 
diese Werte ausdrücken? 

Zunächst überzeugt man sich ohne weiteres durch 
Ausreotnung, daJ3 für fünf Punkte A, B, G, D, E die 
Relation gilt: 
(9) {AB CD) iABBB) {ABB Ö) = 1 . 

Durch Anwendung von Formel (3) geht diese Gleichung 
über in 

UBCBUABDE)^ 
{ABCE) 
oder 

,10) (ABm-^^WSy 

Diese Formel zeigt;, wie man aus zwei Doppelverhältnissen, 
in denen die drei ersten Elemente die nämlichen sind, das 
dritte dieser Element« {C) eliminieren kann. Vermöge (10) 
erhalten wir dann 

{ABCF) ,,-r.^j,. V 

Die Formel (5) liefert weiter: 

(AEBB) = 1 - {ABEB) = ^^, 

{ABBE) = 1 — (ABEF) = ^-^^^. 
Daraus ergibt sich nach (10) 

{AEBJ)) ''^^"-'1 ,_a- 
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6 I. Das DoppelverbaJtnie. Binäre Maßbestimmung-, 

Ganz ebenso wird aber sein: 

{AET>G) = ^-| 

El embiigt noch, aus den beiden letzten Gloicliungon den 
Buchstaben A zu entfernen, wozu die Gleichung (7) dienen 
kann Ee> Ist nämlich: 

jAEBF) 

-1 
oder 




(BEA. G) = 
und daraus endlich 

(11) 

In der gleichen Weise kann man offenbar jedes aus irgend 
vier Punkten formierte Doppel Verhältnis darstellen durch 
die auf A, B, C bezogenen Doppel Verhältnisse, 
Allgemein gilt übrigens der Satz: 

Sind n Punkte einer Punktreihe gegeben und 

W — 3 von einander unabhängige, aus diesen Punkten 

gebildete Doppel Verhältnisse, so läßt sich jedes 

aus vieren der Punkte gebildete Doppelverhältnis 

durch diese n — 3 Doppclverhältnisse ausdrücken. 

In der Tat greifen wir die drei Punkte A, JB, C 

heraus und fixieren die Doppel Verhältnisse, welche die n ^3 

übiigen Punkte mit ihnen bilden, also: 

[ABGD) = .5, {ABGE) = e u. s, f. 

Dann können wir nach dem eben Bewiesenen jedes 
Doppel Verhältnis, also auch die « — ^3 gegebenen Doppel- 
verhältnisse, sowie das gesuchte Doppelverhältnis durch die 
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§ 2. Die Maßbestimmung in den Qrundgebilden erster Stufe. 7 

n — 3 Größen d, e, ... ausdrücken. Dies gibt n- — 2 
Gleichungen. Eliminiert man aus iiinen die n — 3 Größen 
d, e, . . ., so erhalten wir das gesuchte Doppel Verhältnis als 
Funktion der n — 3 gegebenen Doppel Verhältnisse. 



§ 2. Die Mafsliestinimuiig 
in den Grundgebliaen erster Stufe. 

Die Punktreihe. 
6. Um die einzelnen Elemente eines Grundgebildes 
erster Stufe und zwar zunächst die Punkte einer Punktreihe 
durch Zahlenwerte in ihrer Lage zu bestimmen, wählen wir 
auf der Geraden drei Punkte A^, A^, E. Irgend ein 
Punkt P bildet mit diesen drei Punkten ein Doppel- 
verhältuis A F. A V 

Für jede Lage des Punktes P auf der Geradeu nimmt 
dies] Doppel Verhältnis einen, auch dem Vorzeichen nach, be- 
stimmten Wert an und, wenn umgekehrt h^end ein Zahlen- 
wert angenommen wird, so gibt es nach 3. bloß einen 
und immer einen Punltt, der mit A^, A^, E dies Doppel- 
verhältnis bildet. Deswegen kann man dies Doppel Verhältnis 
als die Koordinate einführen, durch welche man die Punkte 
der Punktreihe darstellt. 

Es liegt aber ina. Interesse der Rechnung, die Lage 
eines Punktes nicht durch eine Größe, sondern durch das 
Verhältnis zweier Zahlen zu bestimmen. Dem entsprechend 
schreiben wir das obige Doppel Verhältnis in folgender Form; 

^ ^^ ' A^F-.A^E x^' 
indem wir setzen: 

A^F p, 

A,E &, 



QX^ = 



Die Vorzeichen von x^ und x^ werden positiv oder 
negativ genommen, je nachdem die beiden Strecken im 
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8 I. Das DoppelverliSltais, Binäre Maßbestimiaaiig. 

Zähler und Nenner im gleichen oder im entgegeiigeaeteten 
Sinne sieh erstrecken. Die p^, p^ bezw. e^, e^ sind die 
Abstände des Punktes P bezw. E von den Pnnkten A^^ 
und A^, Q bedeutet einen willkürlichen Proportionalitätsfaktor. 
Wir nennen die beiden Zahlen x^^, x^ die homogenen 
Koordinaten des Punktes Ix-^, x^, die Punkte A^ und A^ 
die Fundamentalpnnkt« (F-P-) und den Punkt £' den Ein- 
heitspunkt. Der Grund für die letztere Bezeichnung ist 
klar: wenn P nach E fällt, so werden die Koordinaten x^ 
und x^ je der Einheit proportional. Wir können also sagen: 
Jede der beiden homogenen Koordinaten eines 
Punktes ist proportional dem mit dem entsprechen- 
den Vorzeichen versehenen Quotienten aus dem 
Abstand des Punktes und dem Abstand des Einheits- 
punktes von dem betreffenden Fundamentalpunkt. 
Liegen z. B. die Punkte A^, A^, E so wie es Figur 1 
angibt, so sind auf der Strecke jI^ A^ die beiden Koordinaten 



(o.hj 



eines Punktes positiv, über J.^ hinaus ist x^, über A^ 
hinaus x^ negativ. Setzen wir: 

A.A, = a, — = «1 1 — = Ä, , 
' e, ^2 

so erhalten wir für die Punkte jlj, A.^, E bezw. die Ver- 
hältniszahlen 

(0>i) (^.0) (1.1)- 
7. Ist eine lineare, in x-^ und a^ homogene Gleichung 
gegeben 

«1 3^1 4- % 3^3 = 
so bestimmt diese einen Punkt, da aus ihr 



Die Gleichung stellt also den Punkt ( — «j, «j) dar. Liegt 
aUgemeia eine homogene Gleichmig vom w*"" Grad vor und 
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§ 2. Diu Maßtestimmung in den Grundgebilden erster Stufe. 9 

sind ilire Wurzeln alle reell, so werden dureli sie n Punkte 
auf der Geraden dai'gestellt. Wie man allenfalls auftretenden 
komplexen Wurzeln eine georaetrisclie Bedeutung geben kann, 
bedarf weiterer Überlegungen. Die Betrachtung von in solcher 
Weise dai^estellten Punkigruppen, überhaupt die Geometrie 
der Geraden {und die ihr dual entsprechende des Strahlen- 
Gegenstand der Theorie der binären Formen. 
Zusatz: Spezielle Fälle der ob^en Maßbestimmung er- 
halten wir, indem wir zunächst als Einheitspunkt den un- 
endlich fernen Punkt der Geraden nehmen. Dann wird: 

Das Doppelverhältnis ^vird identisch mit dem gewÖhiilichen 
Streckenquotienten. 

Wählen wir dagegen A^^ im Unendlichen, A2 als Ko- 
ordinatenanfang einer iC-Ächse, j? in der Entfernung -j- 1, 
so daß also A^E= + 1 ist, ferner A^F^x, so wird: 

Unsere Maßbestimmung geht also in die gewohnte Abseissen- 
messung über. 

Der Strahlenbüschel. 

8. Im Strahlenbüschel nehmen wir ganz in der gleichen 
Weise zwei Strahlen 0^,0^ als Fundamentalstrahlen und 
einen Einfaßitsstrahl e an. Jeden Strahl p können wir dann 
festlegen durch das Doppelverhältnis {Oj^a^ep). Für die 
Eechnung ist es wieder bequemer, einea Strahl durch das 
Verhältnis zweier Größen zu bestimmen. Wählen wir zu 
diesem Zwecke auf e einen Punkt E und auf p einen 
Punkt P (Fig. 2) und fällen von diesen Punkten auf a-^ und a^ 
die Senkrechten %, e^, Pi^, p^i ^0 ist 

^'^'^'^'-Bm(«,e)-sinKi,) 

sin{igj?) : sin(Mge) fg 
~ sm (%^) : sin {a^ e) ~ ^^ 
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■wobei also gesetzt wurde; 



sin («j e) e^ 



Die beiden Größen ^i und f^ können wir wieder als 
homogene Koordinaten des Strahles jo benutzen. Um ihre 
Vorzeichen zu bestim- 
men, nehmen wir am 
einfachsten ii-gend einen 
Strahl im Büschel und 
betrachten bloß die auf 
einer Seite desselben 
gelegenen Halb strahlen. 
Dann ist z. B. das 
Yorzeichen von ^^ posi- 
tiv, wenn die "Winkel- 
dreliimgen {^iP) und 
(Mi e) im gleichen Sinne 
laufen, negativ, wenn 
diese Drehungen ver- 
schiedenenSinn haben.*) 
Statt von P und E 
Senkrechte auf«, und u^ 
zu fällen, können wir 
auch Parallele zu zwei festen Eichtungen g^ und g^ ziehen 
und die Abstände in diesen Richtungen messen. 
Eine lineare Gleichung zwischen dem f, etwa 

stellt einen Strahl vor, eine homogene Gleichung w"" Grades 
n Strahlen des Büschels, wenn wir uns erlauben, den kom- 
plexen Wurzeln „imaginäre" Strahlen zuzuweisen. 

Im Ebenenbüschel ist eine durchaus entsprechende Maß- 
bestimmung ganz ebenso durchführbar. Schneidet man in 
den Ebenenbüschel mit einer zu seiner Achse senkrechten 

*) Näheres darüber findet man z. B. in des Verfassers „Pro" 
jektiven Geometrie", 2. Auflage, Leipzig 1901 {Saromlimg Göschen 
Nr. 72), S.2e£f. 




y Google 



§ 3. Ausdrücke für das Doppelverliältiiia. Einige Anfgabeo. H 

Ebene ein, so kann die Maßbestimmung in dem dadurcli 
entsstelienden Stralilenbüsehel sofort auf den Ebenenbüsclie! 
übertragen werden, 

§ 3. Ausdrücke für das Doppelverhältnis. 
Einige Aufgalten. 

Das Doppelverhältnis, ausgedrückt durch die 

Koordinaten. 

9. Sind vier Elemente eines Grundgebildes erster Stufe 

gegeben durch ihre Koordinaten {Xj_, x^, (i/i, y^, («i, z^, 

(ii , ^), so hat man also, wenn wir z. B, Punkte wählen, die 

Beziehungen 



(A^Ä^EZ)='C = 



Nach Formel (11) von 5. folgt daraus: 

(XYZT) ^ ^^ : ^^^ 

Schreiben wir abkürzend: 

so wird ! \ ( i\ 

Das Doppelverhältnis, ausgedrückt durch die 
Parameter. 
10. Zwei Punkte A und S einer Punktreihe seien ge- 
geben durch die Gleichungen 
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12 !■ Das Doppel Verhältnis. Binäre Maßbeatimmung, 

Bilden wir für irgend einen ZaUenwert A die lineare 
Verbindung a^ — kh^ und aetzen dieselbe = 0, so wird diese 
Gleichung befriedigt durob die "Werte 

% : a:^ = (ö!g — A63) : — (% — A6j} 

und stellt also ebenfalls einen Punkt C vor. 

Wird als kürzere Schreibweise für diese Gleichting der 
Ausdrnck c^ gewählt, so ist der Punkt C gegeben durch: 

c^i^a^ — Iha: = 
Die Größe l, welche durch ihre Werte die Punkt« der 
Punktreihe liefert, heißt ein „Parameter". Ein weiterer 
Punkt D der Punktreihe sei nun gegeben durch den Para- 
raeterwert fi, so daß 

(4 = ß» — f>-K = 
Wir fragen nach dem Wert des Doppelverhältnisses {ABCD). 
Für die Doppelverhältnisse, welche diese vier Punkte 
3 Fundamentalpunktcn bilden, haben wir dieM'^erte 



^--? , = _ 



% — l\ 



Die Formel (1) von 9. liefert dann ohne weiteres: 

(3) (ABCD) = - 

Zusatz: Wenn wu' das Grundgebilde erster Stufe in 
der Form 

a^ ^ Ai^ = 

schreiben, so sind dabei die „Grund" -Elemente 

öa; = und 6« = 
doch in keiner Weise ausgezeichnet. Wir können vielmehr 
ebensogut irgend zwei andere Elemente 

p^-^ a^ ^- Xihx = Q und q^^a^- — 4 öj = 
als solche Grundelement« benutzen. Denn ein beliebiges 
Element des Grundgebildes läßt sieh auch als lineare Zu- 
sammensetzung aus j}^ und Qx darstellen. Wird nämlich gesetzt: 
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§3. Ausdrücke für das Doppelverliältjiia. Eioige Anfgaben. 13 
(4) a^ — ^K^vp^ + qa^ 

SO ergeben sich durch Einsetzen der obigen Werte für p^ 
und gj! in (4) die Beatimmimgagleieliungen : 

v + e-i 
vX^ 4- Qi^ = X 
also 

_ Z, - A Ai — J 

' ~ J, - J, "^ ^ l, — K 

Denmaeli erhalten wir die auch direkt evidente Umformung: 
_ (4 — i) (». — ^ t.) — (>i — X) (». — >, 6.) 
M — *i 
i Grundgebilde kann also auch in der Form; 
Xi - 



-a,'. 



■l.-O 



i werden, nnd die Veränderung der Grundelemente 
hat nur die Folge, daß an Stelle des Parameters X der neue 

Parameter ,u = y t tri**- 

11. Das soeben gefundene Resultat dient weiter zur 
Lösung der folgenden allgemeinen Aufgabe: 
Gegeben seien vier Punkte; 

L,^a^ — Lh^O L3 = a^ — ?.sh^0 

(5) 

h^^-a^ — JLj&K = L^^^a^ — XJ}x = 

Wir fragen nach dem Doppelverhältnis, das diese vier 
Punkte bilden, und bezeichnen dasselbe einfach durch 

Die beiden ersten der Gleichungen (5) können wir 
benutzen, um «^ und \ durch L^ und i^ abzukürzen. 
Wir finden: 

L, — L^ =(^- AJ6^ 
folglich 

"■'^k^xv^'-xr^T,-^' 
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und j ^ 

Die beiden letzten der Gleichungen (5) femer geben 
die Möglichkeit, aucb ig und L^ durch L-^ und L2 



zustellen. 


Denn es ist: 

T ■'2—^3 r K — hr 




Statt der 
wir daher 


ui'Bprünglieh gegebenen Gleichnngen 
folgende wählen: 


(5) 




i, - » L, 


-0 


Li 


'^-'TL. i. ''-''L, 


-0 



Diese Schreibweise setzt uns in den Stand, das Doppel- 
verhiÜtnis der gegebenen vier Punkte nach dem unmittelbar 
vorhei^hendem Satze zu bestimmen, und es ist darnach; 

(6) fWM^hßk..lß^^ 

Diese Forme! gilt, wie leicht zu sehen, ganz ebenso für 
Strahlen oder Ebenen. An Stelle der Ausdrücke a^, ... 
treten dfum Gleichungen von der Form: 

Das Doppelverhältnis ist mithin unabhängig vom Ko- 
ordinaten syetem bloß durch die Parameter der einzelnen 
Elemente ausgedruckt. 

Harmonische Lage zweier Elementcnpaare. 

12. Sind in einem Grundgebilde erster Stufe zwei 
Paare von Elementen gegeben, jedes durch eine quadratische 
Gleichung, also etwa die Punktpaare 

und b(,Xi + 2iiG7iXi + bt,X2 = 
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§3. Ausdrucke fui dai Doppehertiilfnis Biuige ÄufftabeK X'i 

SO wird \ erlangt, die Bcdin^unt, dafui aiitzustellen daß die 
beiden Elementenpaue eich himioniseh tieimcn 

Die beiden Paaie von (rleichungeQ hefeiii dieWiiizeln 



;^ — «^ i_ = 




«0 


^ -h+fb'.^b,b. 


— «1— y«! — «OÖä 


, -b,~ybi-b,b, 



Sollen die beiden Elementenpaare hannonisch zu einander 
liegen, so muß der Wert des Doppel Verhältnisses = — 1 
sein oder nach Formel (6): 

Nach einer leichten Umfoi-mung finden mr daraus die ge- 
suchte Bedingung: 
(8) D,,i,= aah, — 2«i^ +a,\=0 

Doppelverliältnis z\yeier Elementenpaare. 

13. In jeder Lai^ bilden die beiden durch die Glei- 
chungen (7) dargestellten Paare ein bestimmtes Doppel- 
verhältnis, wobei wir a^ und a, einerseits, ßi und ß^ anderer- 
seits zusammennehmen wollen. Es ist dann: 

Führen wir noch zur Abkürzung die Bezeicbnungcn ein; 
X*a = «1 — «o«a 



(0) 

SO wird: 

(10) KcftA). 



Da und Dft sind die Diskriminanten der quadratischen 
Gleichungen (7). Sind sie positiv, so stellen die Gleichungen 
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reelle Elementenpaare dar. Ist aber eine solohe Dis- 
kriminant« negativ, so können wir kein solches Elementen- 
paar angeben. Daß man in diesem Falle von „imaginären" 
Elementen sprechen darf, die unabhängig vom Koordinaten- 
system eine geometrische Berechtig Liug haben, hat erst 
V, Staudt*) bewiesen, indem er als geometrischen Kepresen- 
tanten solcher imaginärer Elemente die Involutionen ein- 
führte. Darauf kann hier nur verwiesen werden.**) Die 
Gleichung (10) gibt uns aber, wenigstens rein formal, auch 
für imaginäre Elementenpaare die Werte der zugehörigen 
Doppelverhältnisse. 

Wir unterscheiden folgende Fälle: 

a) jf>^j = 0. Dann Hegen die beiden Elementenpaare 
harmonisch, das Doppel Verhältnis D wird = ^ 1 ganz un- 
abhängig davon, ob die beiden Elementenpaare reell oder 
imaginär sind, 

b) DfliSO, Entweder haben dann Dg, und Di, gleiches 
oder ungleiches Vorzeichen. Im ersten Falle sind beide 
Elementenpaare reell {Da und Di, > 0) oder beide imaginär 
{Da und Di < 0). Das Doppelverhältnis D der vier Elemente 
ist wegen DaDb> in beiden Fällen reell. Bei ungleichen 
"Vorzeichen von D^ und Du jedoch ist das eine Elementen- 
paar reell, das andere imaginär und wegen Di,Di<0 
nimmt das Doppel Verhältnis D einen imaginären Wert an. 

Der Winkel zweier Geraden dargestellt als 
Logarithmus eines Doppelverhältnisses. 

14. Es ist bereits erwähnt worden (7., Zusatz), wie 
man eine Strecke x als Doppelverhältrtis (oo, 0, 1, x) dar- 
stellen kann, indem man die Punkte oo, 0, 1 als Fundaraental- 
punkte wählt. Nicht so einfach ist der Winkel zweier Geraden 
mit einem Doppelverhältnie in Zusammenhang zu bringen, 

Benutz; en wir ein rechtwinkeliges Koordinatensystem, 
in dem zwei Gerade durch den Koordinatenanfang gegeben 
seien durch die Gleichungen 

y ^=Tz • X und y = Ic-f • X 

*) T. Standt: „Beiträge zur Geometrie der Lage". Nürnberg 
1856, 1837, 1860. 

**) Vergl. Olebeot-Lindemann; „Vorlesangen über Geometrie", 
a. Band, 1. Teil, Seite 101, wo aueh weitere Literatur angegeben ist. 
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g 3. Anedrficte filr das Doppelverhältnis. Einige Aufgaben. 17 
Schreiben wir ferner das imaginäre Geradenpaar 

- ix = und y -^- iw — 

so sind dies bekanntlich die Linien, welche durch den Ko- 
ordinatenanfang nach den unendlich fernen, imaginären Kreia- 
punkten laufen. Buden wir jetzt für die vier Linien; 



I oder 



1/ — !> = 

y -\- ix = 






, k, fei), 



nach Formel (6) von 11. das Doppel Verhältnis {i, 

so wird dies : -, , i j , ■ ,j ^ \ 

<; ,■ z. ,. , l+kkt_ + i(k — ]c^) 

Sind a und % die Winlsel, welche die oben genannten 
Geraden mit der 3;-Achse bilden, und ist d der Winkel der 
beiden Geraden selbst, so wird: 

i-tga, \-tg„, ..^-A'-'i 



Dann können wir auch schreiben: 
, k, k^) = 



~l + k\ 



^-itgd 



,» 


der 

idbe 
log 


Analys 
liefert: 


;ia ist 

Ml 

, Is, i 


■' " i + itga 

nun die Eeiatioii bekannt: 
+ '"''! 2iarcto-(E 


)ief 


.)=-fr?^)-^ 



Folglich wird ; 

^ = ^.iog(i, -i,k,\) 

Der Winkel zweier Geraden kann also dargestellt werden 
als der natürliche Logarithmus des Doppel Verhältnisses, 
welches diese Geraden mit den von ihrem Schnittpunkt aus 
nach den imaginären Kreispunkten gehenden Geraden bilden, 

DoeblenlBnji, GeomeMaclie Transforni »Honen. 3 
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18 II. Die Maßbestimmung ia der Ebene und im Eaume. 

Dieser Zusammenhang*) läiät, weiter verfolgt, die 
metrischen Eigenschaften der geometrischen Gebilde als 
projektive in Bezug auf den unendlich fernen KugeLkreia 
erscheinen. 



II. Kapiteh 

Die MafsbestiminTing in der Ebene und im Räume. 

§ 4 Die MaFsbestimmiiDg 
in den GnindgebtWen zweiter Stufe. 

Hilfssätze. 
15. Bevor wir dazu übergehen, die Lage eines Punktes 
in einer Ebene durch möglichst allgemeine Koordinaten fest- 
zulegen, müssen wir einige bekannte Sätze der Geometrie 
vorausschicken. In einer Ebene seien drei Punkte A^^, A^, A^ 




gegeben, sowie ein Punkt JE imd eine Gerade e (Fig. 3). 
Die Verbindungslinien von E mit Aj^, A2, Ag mögen die 
gegenüber liegenden Seiten des Dreiecks A^A^Äg bezw. in 

*) Er wurde entdeckt von Lagnerre: „Nouvelles annalea 'de 
math.", t. 12, 1853. 
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§ 4. Die Maßbestimmung' in den Grandgebilden aweiter Stufe. 19 

^1, -Egj -Es soliiieiden, die Sctnittpunkte der Geraden e 
mit den Dreieeksaeiten seien bezüglich E^, E^, Eg- 

Dann gilt für die durch die Gerade auf den Dreiecks- 
seiten erzeugten Abschnitte die als der Satz des Menelaos 
bekannte Belation: 

^lEs Ja El A, Es _ 
J^E^'-igEg ' AEä" 
Für die drei durch einen Punkt gehenden Linien jI^-Ei, 
^^3, Äj^E^ aber haben wir nach dem Satz des Ceva: 

A^E^ A^E^ AsE , 

Ä^ ' Ä^ ' A^E^~ 
Dividiert man beide Gleichungen, so ergibt sich die Beziehung: 

( ^1 A^ Es Es) Uä A A El) { ^s A -Eä Eä) = — 1 
Wenn also die Gerade e und der Punkt E auch ganz be- 
liebig angenommen wei-den, so gilt immer der Satz, daß das 
Produkt dieser drei Doppel Verhältnisse gleich der negativen 
Einheit. 

Daraus können wir folgende Folgerung ziehen: Sind 
zwei dieser Doppe! Verhältnisse je = — 1 , so ist das dritte 
auch = — 1, Wenn also: 

(.l^Jj^EsEg)-— 1 

sowie 

(Ja ^s El El)-— 1 
so ist auch: 

{A^A^E^E^)^— 1 

Um sieh einen Punkt E und eine Gerade e in solcher 
gegenseitigen Lage zu verschaffen, daß diese Beziehungen 
gelten, kann man entweder E beliebig wählen und dazu e 
konstruieren oder umgekehrt von der Geraden ausgehend den 
Punkt E finden. 

Hat man also etwa E willkürlich angenommen, so er- 
hält man durch Projektion aus den drei Ecken die Punkte 
-Ej, E^, Eg. Dann liefern aber (Fig. 4) die Verbindungs- 
linien E^E^, E^E^ und E^E^ in den Schnittpunkten mit 
den gegenüber liegenden Seiten des Dreiecks A^A^Ä^ die 
Punkte Eg, E^, Eg, welche den eben angeschriebenen 
Gleichungen genügen, und die Verbindungslinie dieser drei 
Punkte ist die zugehörige Gerade e. Durch eine älmliche 
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20 II- ^'s Maßbeatimmusg in der Ebene und im Räume. 

Konstruktion, welche ebenfalls auf den Eigenschaften des 
vollständigen Vierecks beruht, ergibt sich zu einer beliebigen 
Geraden e ein zugehö- 
riger Punkt E. 

Eine solche Gerade e 
und ihr zugehöriger 
Punkt (Pol) E haben 
demnach die Eigen- 
schaft, daß sie sich 
harraonisch trennen in 
Bezug auf alle Ecken 
und al!e Seiten des 
Dreiecks. Die Gerade e 
heißt auch Harmo- 
nicaie des Punktes E. 
Ist E der Schwer- 
punkt des Dreiecks 
Ai A^ A^ , so werden 
£i, E^, Es die Mitten 
seiner Seiten, und die 
_e Harmonieale 
die unendlich 
ferne Gerade der Ebene 
über. 



Die Koordinaten 
eines Punktes. 

füf. 4. 16. Um nun die 

Lage eines Punktes in 
einer Ebene zu bestimmen, wählen wir in ihr vier Punkte 
A^, A^, A^, E beliebig, so daß also keine drei dieser vier 
Punkte auf einer Geraden liegen. Die Punkte A^, A^, A^ 
bilden das „Pundamentaldreieck". Den Punkt E projizieren 
wir wieder aus den Ecken dieses Dreiecks auf die Seiten, 
wodurch wir {Fig. 5) die Punkte E^, E^, E^ erhalten. Ein 
weiterer, beHebiger Punkt P liefert ebenso die Projektionen 
Pi, P2, -Ps- 

Um gleich den allgemeinsten Eail zu behandeln, seien 
noch drei Eichtungen g^gi, g^ gegeben, die den Seiten ^^j, 
AiAg, AjA^ des F.-Drciecks bezügiieh zugeordnet sind. Sie 
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§ 4. Die MaßbeEtimmimg in den Grundgebilden zweiter Stufe. 21 

bilden mit ihnen die Winkel ß^, ß^, ß^. Von JS aus ziehen 
wir zu diesen Kichtungen Parallele bis zu den Sclinittpuiikteu 
mit den zugeordneten Seiten und bezeichnen die so ent- 




stehenden Aböchnitte mit e^, e^, Cg. Ebenso liefert der 
Punkt P die Abschnitte Pi, P21 Pa- 

Nimmt man die Richtungen g^ senkrecht zu den be- 
tfeffenden Dreiecks selten, also: 

SO werden die Größen e^, ebenso wie die j),- die senkrechten 
Abstände der Punkte von den Dreieeksseiten. 

In F^r 5 gehen jetzt durch jede Ecke des Dreiecks 
vier Strahlen, z. B, durch A^ die Strahlen ÄiA^, A^A^, 
AiEi, Ä^Pi. Wir bezeichnen das Doppolverhältnis dieser 
vier Strahlen kurz durch: 

^lUgA-EiPi) 
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22 II. Die Maßbeatimraung in dar Ebene and im Räume. 

Jedes dieser drei Doppelverhältüisse läßt sieh durch die 
Größen e,- und i»,- allein ausdrücken, während die Winkel ßi 
hinausfallen. Es ist z. B. : 

Es ei^ben sich also die Werte: 






P2 



Pi- 
ns^{Ä^A^E,,Ps) = AsiAiÄ^EsP^}^^ 
Daraus folgt die Relation : 

«1 ■ % ■ «8 = 1 
Nimmt man zwei dieser Werte beliebig an, so ist mitbin 
der dritte vermöge dieser Beziebung bestünmt. Dies ent- 
spricht geometrisch dem Umstende, daß man einen beliebigen 
Punlit P schon als Schnittpunkt zweier Strahlen, z. B. durch 
Ai und A^, erhält. Man könnte also % und Mg als Ko- 
ordinaten eines Punktes P benutzen. 

17. Es ist aber auch hier wieder vorteilhafter, einen 
Punkt durch die Verhältnisse dreier Zahlen festzulegen. 
Wir setzen daher: 

(2) ,.,-^, (,«,=^, ,..=^^ 

wobei Q ein Proportionalitätsfaktor. Für den Punkt E werden 
diese drei Zahlen je gleich der Einheit. Er heißt deshalb 
der „Einheitspunkt". Wir haben also als Definition; 

Die Koordinaten eines Punktes sind proportional 
den in bestimmten Richtungen gemessenen Abständen 
des Punktes von den Seiten des Fuodamentaldreieeks, 
wenn diese Abstände noch dividiert werden durch 
die ebenso gemessenen Abstände des Einheitspunktes. 
Für die drei Doppelverhältnisse ergeben sich daraus die 
Werte: 

(3) % = -. ^2 = -> % = - 
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§ 4, Die Maßbeatimmung' in den Grundgebilden zweiter Stufe. 23 
Die Größen %, %, Xg sind auch mit bestimmten Vor- 
zeichen behaftet. Der Quotient — z. B, wird positiv zu 

nehmen sein, wenn P und E auf der gleichen Seite der 
Geraden A^A^ gelegen sind, dagegen negativ, wenn die 
genannten Punkte auf verschiedenen Seiten dieser Linie 
liegen. 

Wählen wir — was uns ja freisteht — den Einheits- 
punkt S im Innern des Dreiecks A^A^Ä^, so gibt die 
I^ur 6 die Vorzeichen der drei Koordinaten für die ver- 




schiedenen Gebiete der Ebene, So oft eine Seite des Funda- 
mentaldreiecks übei^chritten wird, ändert sieh das Vorzeichen 
der auf diese Seite bezogenen Koordinate. 

Sind X. B. für einen Pnnkt die Verhältniszahlen 

. -., i 

gegeben, so erhält man: 

. 1 1 

f!^ = — 6,n^ = ^, n^=~- 

Der gleiche Punkt wird aber anch bestimmt durch die Ver- 
hältniszahlen 

— 3, 6, —1 
Wir sind demnach imstande, durch die Verhältnisse von 
drei Zahlen die Punkte einer Ebene in Bezug auf das System 
der Fundamentalpunkte festzulegen und überhaupt Lagenbezie- 
hungen zu untersuchen. Handelt es sieh aber darum, aus irgend 
welchen Gründen metrische Zusammenhänge in solchen 
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24 l^- Die MaßbestimmuDg- in der Ebene und im Itaume. 

trimetriachen Koordinaten zu behandeln, so müssen wir dem 
Faktor Q in den Gleichungen (2) einen bestimmten Wert 
beilegen und setzen ihn am einfachsten = 1. Die Größen 



heißen dann zum Unterschiede von den Verhältniskoordinaten 
die wahren Koordinaten eines Punktes. 

Helation zwischen den drei Abständen 
eines Punktes, 
18. Zwischen den drei Verhältniszahlen eines Punktes 
kann natürlich kein Zusammenhang bestehen. Dagegen sind 
die senkrechten Abstände eines Punktes von den Dreiecks- 
seiten oder auch die in den beliebigen Eichtungen ge- 
messenen Abschnitte p±, pa, Pa durch eine lineare Beziehung 
verknüpft. Diese senkrechten Abstände eines Punktes P 
sind bezw. : 

Pi sin ßi, P2 ^™ Aj Ps ^^ ßi 
und wenn a, b, c die Längen der Seiten des F.-Dreiecks 
und mit i^ sein Flächeninhalt bezeichnet wird, so erhalten wir: 

(5) ap^ sm ß^ + hp^ sin ß^ + cp^ sin ß^ = 2-F 

Die a, b, c sind hier positive Zahlenwerte, die p^ aber gehen 
mit ihren Vorzeichen in die Gleichung ein und übertragen 
dieselben auf die Dreiecksflächen PAj^A^, PA^Äa, PA^Ä^, 
so daß die obige Relation für jede Lage des Punktes P 
in der Ebene gilt. 

Mißt man die Abstände senkrecht zu den Dreiecks- 
seiten, so geht (5) über in; 

(6) api + hp2 + eps = 2i'' 

uud unter Einführung der wahren Koordinaten: 
(6a) ae^iC^ + ie^x^-^- ce^oß^ = 2F 

Die Abstände des Einheitspunktes genüg-en natürbeh gleich- 
falls diesen Gleichungen, 

Sind nun zur Bestimmung eines Punktes irgend drei 
Verhältniszahlen xl, xl, xl gegeben, so finden wir die p( 
dieses Punktes wie folgt. Es ist: 
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§ 4. Die JMaßbestimmuiig- m den Grundgebilden zweiter Stufe. 



Entnimmt man daraus die Werte der Pi und setat sie in (6) 
ein, so wird: 

e = — 7 5 — 5 

Damit sind auch die Pi gegeben, es ist k. B.: 
2eix\F 



Pi = 



ae^xl + "be^xl -\- ce^x^ 



Statt den Einheitepunkt von vornherein anzunehmen, 
können wir auch festsetzen, daß die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes den mit gegebenen Konstanten y-^, y^, yg 
multiplizierten Größen Pi proportional sein sollen, also: 

Dann bestimmen sich daraus die e^ des Einheitspunktes-. 
_ j^ 

' rs 

woraus wie oben die Werte der e, selbst berechnet werden. 
Oder wir konnten festsetzen, daß für einen gegebenen 
Punkt mit den Abständen j/l, pl, pl dessen Koordinaten 
drei gegebene Verhältniszahlen Xi, xl, x^ werden u. s. w. 

-Die Koordinaten einer Geraden. 

19. Zur Bestimmung einer Geraden fühi-eu wir ganz 
analoge Betrachtungen durch. G^ben seien (Fig. 7) vier 
Gerade %, %, Og, e; die drei ersten bilden ein Dreieck 
J-i Jj A j' ^i^^ "Gerade e schneidet in Ei , E^, E3, eine beliebige 
Gerade j> in P^, Pg, Pg die drei Dreiecks selten. Wir fällen 
von den Ecken Ai, A^, A^ die Senkrechten sowohl auf e 
als auf p und nennen diese Lote Cj^, e^, e, bezw. Jti, n^, 7ig. 
Dann ist das Doppel Verhältnis : 



(.4J,E,P,) 



" ^, E, ' A, Pj " 
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Hg in der Ebene und ira Kaume, 
Wir erhalten mithin folgende drei Doppelverhäitnisse: 



(7) 



^(A.,Ä,\E,P^) = 



V3 = (A^EaP8) = ^'f^^ 
Zwischen diesen drei Werten besteht die Eelatioiir 



Gibt man sich zwei derselben beliebig, z. B, v^ und v^ , so 
sind damit die Punkte P^ und P,, bestimmt, also ist auch 
die Gerade p als deren Verbindungslinie gegeben. 




könnte wieder vj und v^ als Koordinaten der Geraden p 
einführen. Um aber die KeolmuDg homogen z 
fiihrt man drei Verhältniszahlen ein und setat: 
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§ 4. Die MaUbeatimmung in den Grundgebilden zweiter Stufe, 27 

(8) eh-j, efi-J. ek = j 

Dann wird: 

ft f, f. 

(8) v,^-^^, „ = j-, ,.^j^- 

Die Betrachtungen bleiben auch noch richtig, -wenn mr 
ans eine feste Richtung geben und statt der SeDkrechten 
auf eine Gerade p die ParaUelen zu dieser ßichtung ziehen. 
Die rt( und die £,■ sind dann die auf diesen Parallelen ge- 
messenen Abschnitte. 

l'^iir die Gerade e nehmen die |( die Verhältniszahlen 
1:1:1 an, weswegen dieselbe die „Einheitsgerade" heißt. 
Sie bildet zusammen mit den Linien a^, a^, a^ das „Funda- 
mentalst stcm". 

Die Größen 1; sind mit "Vorzeichen zu versehen. Zwei 
Koordinat«n, wie l^ und ^g, haben ungleiches Vorzeichen, 
■wenn A^ und Ä^ auf verschiedenen Seiten der Geraden^ 
liegen. Befinden sich diese beiden Ecken anf der nämlichen 
Seite der Geraden, so haben |^ und Ig gleiche Vorzeichen. 
Die Größen f,- werden die ,4iomogenen", „trimetrischen" 
oder „projektiven" Koordinaten der Geraden p genannt. 
Wir haben also folgende Definition; 

Die trimetrischen Koordinaten einer Geraden sind 
proportional den Abständen der Geraden von den 
Ecken des Fundamentaldreiecks, wenn diese noch 
dividiert werden durch die entsprechenden Abstände 
der p" ■ ■ 



Zur Untersuchung metrischer Beziehungen müssen 
wir in den Gleichungen (8) dem Faktor q einen bestinnnten 
Zahlenwort geben, etwa ^ = 1 . Dann heißen 

(10) Si-5, |,_|, 5,_2 

die wahren Koordinaten der Geraden. 

Relation zwischen den Abständen einer Geraden. 

20. Die drei Abstände jt^, n^, JTg einer Geraden p 
von den Ecken Aj^, A^, jIj des Fundamenfaldreiecks sind 
— wie auch eine geometrische Betrachtung zeigt — nicht 
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28 n. Die MHEbeatimmuDg in der Ebene und im Eautoe. 

von einander unabhängig, sondern es besteht zwischen ihnen 
eine quadratische Beziehung. 

Um dieee abznleit«n, denken wir uns das Dreieck ^^^^^^ 
und die Gerade j) auf irgend ein rechtwinkeliges Koordinaten- 
system bezogen: x^y^, ^«/2i ^j/g seien die Koordinaten der 
Ecken} femer bilde die Normale der Geraden p mit den 
Achsen die Winkel a und ß, während der Koordinatenanfang 
von p den Abstand d habe. Dann hat man nach bekannten 
Formeln der analytischen Geometrie: 

ni=^ x^ cos n + 2/1 <^08 ß — ä 

(1] j J(ä = ^a cos a + !/a "^^a ß — d 

^fig = «3 cos a + f/j cos ß — d 

Durchlaufen wir das Fundamental dreieck in der Eich- 
tung von Ai nach A^ und Ag und nennen a^, o^, a^ die 
Winkel, -welche die Seiten %, %, (% mit dera^-Achse bilden, 
so ist femer: 

C08ai = 
(12) cos «a = 



2F= ahi^hh^^ehs 
der doppelte Flächeninhalt des Fun dam entaldr deck s. Für 
I hat man andererseits den Ausdruck: 




(13) 2F = i/,{x, ^ X,) + p^{x, - x,) + i,,(x, - X,) 

Aus den Gleichungen (11), (12) und (13) ergibt sich durch 

eine einfache Rechnung: 

JT, cos a, TT., cos «n rt, cos a« 

ß ist auch der Winkel, welchen die Gerade p mit der 
a;- Achse bildet. Die 3; -Achse kann als eine beliebige 
Gerade p' gelten, so daß wir die Beziehung erhalten: 

• COS(fllgß') 
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§ 4. Die Miißbe Stimmung iii den Gruadgebilden zweiter Stufe. 29 



. wir jetzt p' der Eeihe nach mit p, %, a^, a^ 
ziisammeufaneö, ao ergeben sich die Gleichungen: 



'-t 


"OB (0,i)) + jj ■ 


c»(».i.) + j; 


■COS(ffisP) 


cos (poi) - j| 


+"r 


oo»(a,«J + J. 


C09(agßi) 


COS(j(ß2)= ^ . 


■ cos («!(%)+ ^ 


+ ? 


• cos (0,0,) 



Mvilfipliziert man die letzten drei Gleichungen der ReÜie 

nach mit ^, -^ , ^ , so finden wir durch Addition und 

/*! «2 «e 
mit ßüekaieht aui die erste Gleichung: 

jii Jts 3Tg 2 jii jia , , 

ft] % Aji Aifta 

Führt man die Dreicckawinkel selbst ein, so wird: 
-, ^1 A3 A, ÄiAä 

--pr™'^'~ "SÄ" ""*''" 
Dies ist die gesuchte Relation zwischen den Distanzen ji^ , jt^ , jij . 
Setzt man aus den Gleichungen (10) die wahren Ko- 
ordinaten ^i der Geraden ein, so ergibt sich die Beziehung (15) 
in folgender Form: 

hl A3 A3 AiAa 

i-T- — cos A, j-^ eos A,=l 

«1 «3 '*a A„ 
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30 II. Die MaßbeBtimmung iß der Ebeoe und im Räume. 

Ist eine Gerade durch die VerhäJtniszahlen f,, ^2, B» 
gegebeu, so findet man die ji, dieser Geraden auf folgende 
Weise. Es ist zimäehat: 



ef!--; 



5_=!, gt,-- 



Führt man die daraus resultierenden Werte der jt,- in 
die Gleichung (15) ein, so ergibt sich für q eine rein qua- 
dratische Gleichung, und es sind demnach auch die ?if be- 
stimmt bis auf eiu gemeinsames Vorzeichen. Bei einer der 
drei Koordinaten dürfen wir also das Vorzeichen beliebig 
wäJden, die Vorzeichen der beiden anderen Koordinaten sind 
dann damit gegeben. 



Punkt und Gerade in ■ 



einigter Lage. 



21. AVir stellen jetzt die Bedingung auf, daß ein 
Punkt P mit den Koordinaten %, x^, «3 auf einer 
Geraden^ mit den Koordinaten f^, ^g , 1^^ gelegen ist. Da- 
bei beziehen sich diese 
Koordinaten auf das 
gleiche Fiindamental- 
dreieck ÄiÄsA^ , dessen 
Seiten A^ Ä^ , A^Ä^, 
A^A2 bezüglich fl^, %, 
«3 sind (Fig. 8). Der 
Einheitspunkt JE und 
die Einheitsgerade e 
seien behebig angenom- 
men. Nach dem Hilfs- 
satz von 15. ist dann 
das Produkt der drei 
Doppelverhältnisse, zu 
denen _E und e auf 
den Dreieekaseiten die 
Veranlassung gaben, 
gleich der negativen 
Einheit. Wir setzen 
also etwa: 




y Google 



§ 4. Die MaßbeBtimmimg in den Grundgebilden zweiter Stufe. 31 

(16) (^,A-BiEi)--| 

(^,A-E, E,)- — i 

Der PuDtt P mit den Koordinaten x^, x^, x^ liefert nacli 17. 
die Bezieliungeni 

(AAJä.P.)-fs 

(17) (^,Ai?,P,) = | 

(A^3£aPa) = ^ 

wälu'end für die Gerade p mit den Koordinaten f.,, f^, fg 
nach 19. die Gleichungen gelten: 

(18) 



Greifen wir jetat die fünf Punlite Ä^, A^, E^, P,, Eg 
heraus, so gilt die Gleichung (9) von 5.: 

(19) (AA^a Ps) (AA Pa Es) {AA E3-E3) = 1 

Benutzen wir noch die Gleichung (10) von 5., wonach 

(AA-Ea Ps) 
(AAEgPs) ^ 

um das erste Doppelverhältnis in (19) zu eliminieren, so 
ergibt sieh aus (19) uuter Benutzung der Gleichungen (16) 
und (17) sofort die folgende Gleichung: 



y Google 



Die Maßbestimmung in der Ebene und f 

U,XP,P,)--4*|' 



ebenso ist dann; 

(20) (J,^,P,P,)^ 






Diese Gleichungen gelten noch für jede Lage von Pnndp. 
Die Bedingung, daß P auf p liegen soll, können wir nun 
dadurch einführen, daß unter dieser Vorauaeetzung durch 
Projektion aus P die Punkte Ä^, A^, P3, Pg übergehen in 
die Punkte F^, A2, Pi, -^, und da das Doppel Verhältnis 
bei jeder Projektion seinen Wert beibehält, so erhält man: 

(A^A^P^P,) = iPiA,P,Ä^} 

=.l_(p^P,^^g) 

= 1— (^.JgPlP,) 

also: 

(21) (^i^P,Pg} + (^a^sPiPi) - 1 

Führt man in diese Beziehung die aus den Glei- 
chungen (20) resultierenden Werte, so erhält man die Be- 
ziehung: 

(22) Ajfi«! + As faa^ + ^s 133^3 = 

Dies ist also die Bedingung dafür, daß der Punkt {x^, x^, x^) 
auf der Geraden (l^, fg, fg) liegt. In dieser Bedingung tiir 
die „vereinigte I^e" kommen noch die Größen A,- vor, 
welche die gegenseitige Lage von E und e bestimmen. Die 
Bedingung (23) nimmt die einfachste Form ant 

(23) fia^i + f^a^ + lsa^g^O 

wenn wir e als die Harmonieale von E wühlen. Denn 
dann ist: 

x^ = i^ = x^ = t 

Dies soll im folgenden immer vorausgesetzt werden. 
Hat man jetzt eine Gerade mit den Koordinaten; 

^1 : la : I3 = aj. : «a ; «s 
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§4. Die Maßbestimmnng in den Glrundgflbilden zweiter Stufe. 33 
80 liegt ein Punkt le^, x^, x^ stets auf ihr, wenn 

o^ a^j + «2 3^ + «3 3^ =^ 
Dies ist aber dann die Gleichung dieser geraden Linie. 

Gehen wir andererseits aus von einem festen Punkte: 

so gilt für jede Gerade, welche durch ihn hindurch gelit: 

Dies ist also die Gleichung des Punktes (a^, «„, «g). 
Natürlich wird a:, + x, + x,^0 

die Gleichung der Binheitsgeraden und 

^1 + 4+^8=0 

die Gleichung des Einheitspunktes. 

Die unendlich ferne Ebene und die imaginären 
Kreispunkte. 

22. Setzen wir in den Gleichungen (6) und (6a) von 18. 
statt der rechts stehenden Konstanten den Wert 0, so daß 
wir erhalten: 

(24) «i?i+ hp,^ + cpg =0 

und 

(24a) «ej^a?i+ he20ß^ + ce^oe^= 

so können wir überhaupt keine im Endlichen gelegene 
Punkte angeben, deren Koordinaten diesen Beziehungen ge- 
nügen würden. Dagegen zeigt ein Grenzübergang, daß die 
Wertsysteme, welche sich aus diesen Gleichungen berechnea 
lassen, stets unendlich ferne Punkte der Ebene liefern. 
Weil nun (24a) eine Kneare Gleichung ist, so sagt man; 
Die unendlich fernen Punkte liegen auf einer unendlich 
fernen Geraden und (24 a) stellt diese unendlich ferne, un- 
eigentliche Gerade dar. 

Schreiben wir ferner statt der Gleichung (15 a) von 20. 
die folgende: 



(26) 



Ä, Ää hs hjii 

— - - 7. . COS ^s — —r-i 
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SO gibt es keine im Endlichen gelegene Geraden, deren 
Koordinaten dieser ßelation genügen. Die unendlich ferne 
Gerade jedoch befriedigt mit ihren Koordinaten dieselbe, 
und außerdem haben noch unendlich viele imaginäre Gerade 
diese Eigenschaft. Dieselben umiiüllen, wie man zeigt, awei 
imaginäre Punkte auf der unendlicli fernen Geraden, durch 
welche alle Kreise der Ebene hindurchgehen. Es stellt 
Gleichung (25) die unendlich fernen, imaginären oder die 
sogenannten „absoluten" Kreispunkte dar. 

Spezielle Fälle. 

23. Machen wir besondere Annahmen hinsichtlich des 
Eundamentaldreieeksj des Einheitspujilrtes oder der Einteits- 
geraden, so erhalten wir speziellere Koordinatensysteme. 
Die Abmessungen mögen im folgenden stets senkrecht zu 
den Dreieck ßseiten genommen werden. 

Wir können z. B. erstens als Einheltapunkt JE den 
Mittelpunkt des dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen 
Kreises nehmen. Für ihn ist ej^ = e^ — e^ und demnach: 

37, :a^: «3=^11 tilg: i?3 
Die Koordinaten eines Punktes verhalten sich dann einfach 
wie seine senkrechten Abstände von den Seiten des Funda- 
mentaldreiecks. 

Die Einheitsgerade ist die Harmonieale des genannten 

Kreismittelptmktes. Sind %, S2, «s ^^ Abstände derselben 

von den Ecken Äi, A^, A^, so hat man für die Koordinaten 

einer beliebigen Geraden: 

6 . e . s _ «1 . % . ^3 

ei ■ «3 ■ S3 — — • — • — 

«1 £2 eg 

Es sind also die senkrechten Abstände ji, noch zu dividieren 

durch «(, um die Koordinaten f,- zu erhalten. 

Wird zweitens der Einheitspunkt in den Schwerpunkt 

des Fundamentaldreiecka verlegt, ao erhält man: 

«,_| (i-1,2,3) 

Es ist demnach für einen Punkt P: 

also: x^:x^:X3=^ JA^AsF: AA^AiF: JA^AiP 
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§ 4. Die Maßbestimitraüg in den Grundgefailden zweiter Stufe. 35 

Die Koordinaten eines Punktes verhalten sich wie die 
Flächen der Dreiceke, welche der Prnikt mit den Seiten 
des Fundamentaldreiecks bildet. 

Die Einheitsgerade wird unter dieser VorauesetÄvmg 
die unendlich ferne Gerade, da sie die Harmonicale des 
Schwerpunktes ist (15). Führt man aber die Betrachtungen 
von 19, für eine unendlich ferne Einheitsgerade durch, so 
ergeben sich die ^^ als direlit proportional zu den ji,-, d.h.: 
fi : 4 : fg = Jii : ^ ; jTa 

Aus diesen beiden Spezialfällen ziehen wir übrigens 
noch die Folgerung, daß entweder die Xi oder die |i, 
aber nicht beide Systeme von Koordinaten gleichzeitig den 
betreffenden Abständen direkt proportional sein können. 
Im letztgenannten Falle wird forner die Gleichung der un- 
endlich fernen Geraden — sie ist ja identisch mit der Ein- 
heitsgeraden — 

Ä^i + iC^ + % = 

Daiüi- kann man nun auch schreiben: 

«i'i + 6jPs + ci^s = 
In diese Gleichung geht die Relation (6) von 18. über, 
wenn man sie auf unendlich ferne Punkte anwendet. 
(Vergl. 22.) 

24. EndKch wollen wir eine Seite des Fundamental- 
dreieeks, etwa % oder A^ A^ , ins Unendliche fallen lassen. 
Die Punkte Ai, A^, E^, P^ liegen dann im Unendlichen 
(Fig. 9), und wir können wie in 16. die Doppel Verhältnisse 
%, «3, «8 bilden, nur haben wir bei dem letzten Ausdruck 
statt der nnendlich fernen Punkte die aus A^ nach ihnen 
zielenden Strahlen zu betrachten. Set5;en wir weiter: 

^~A^E^' ^"a.e; 

so wird: 



n.^iAA,EM^''^ -''''' '"' 



-B-B, ■ PP^ ' 



y Google 



36 II' Ilis Maßbestimmaiig in der Ebene und im Räume. 

Wie früher ist 

%?Jij% = 1 

"Wird E auf der Halbierungalinie des AVinkels ÄiÄ^Ac^ 
angenoniinen und macht man 

^3^2 = A-^E^ = ^-l 

so werden 

die gewöhulichcn, schiefwinkligen (K artesischen) Koordinaten. 




Um den Übergang von diesem trimetrischen Koordi- 
natensystem zu dem gewöhnlichen durchzuführen, haben wir 
also zu setzen: 

X, X 

x = — y = — 

25. Es erübrigt, auch die Koordinaten einer Greraden p 
unter Voraussetzung dieses Koordinatenystems abzuleiten. 
Wir haben dann zu E die Harmonieale zu konstruieren 
Machen wir demnach (Fig. 9) 

E2^s = A-2^3 und Ei^g^^s^'i 
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§ 4. Die Maßbeatimtnung in den Grundgeljilden zweiter Stufe. 37 

SO ist die Verbindungsliaie der Punkte E^ und E^ die Ein- 
heitsgerade e (21.). Auf ihr liegt in unendlicher Feme der 
Punkt E3. Wir können die Doppelverhältnisse v^, v^, Vj 
von 19, ansetzen, nur der letzte Ausdruek, in dem vier 
unendlich ferne Punkte vorkommen, erfordert eine Umformung. 
Man ersetzt nämlich die Punkte durch die aus A^ nach ihnen 
zielenden Strahlen und schneidet diese vier Strahlen mit 
dpr Geraden e. 

Öetzen \m endlich noch 

so wird 

i?. 

Ä,E^ A^E^ _v _J^ 



Die Quotienten u und v sind die Koordinaten der Geraden |». 
Liegen E.^ und JE^ je in der Entfernung -|- 1 auf der X- 
bezw. F-Achse, so ■wird 



sind die gewöhnlichen Plückerschen Linienkoordinaten. Der 
Übergang zu ihnen wird also vermittelt durch die Gleichungen 

Der Aiuiahme des Einheitspunktes bei den homogenen Koor- 
dinaten entspricht mithin in den metrischen Koordiniaten- 
systemcn die Festsetzung der Längeneinheit, sowie der posi- 
tiven Eiebtungen der Achsen. 



y Google 



j}8 II- I^is MalJbaBtiinmuiig in der Ebene und im Eaume. 
Die Maläbestimmung im Bündel. 

26. Um in dem zweiten Grundgebilde 2. Stufe, dem 
Strahlen- oder Ebenen-Bündel einen Strahl oder eine Ebene 
üurchmÖgliehßtallgemeineKoordinatenfeataulegeii, sind wesent- 
lich neue Überlegungen 
nicht erforderlich. Wir 
könnenschon durohPro- 
jektion etwa der Figur 8 
ins emem Punkte des 
Eaumet die entspre- 
chende Betrachtung im 
Bündel ableiten 

Gehen wir aus von 
Mei festen Stiahlen %, 
%, Og, e des Bündels 8 
(Fig.lO);dann wird jeder 
Strahl p des Bündels aus 
% , «2 , «3 durch Ebenen 
projiziert, die mit den 
nach dem Strahl e gehenden Ebenen und den Ebenen des 
Pundamentaldreikants «^ a^ a^ drei Doppelverhältnisse bilden, 
deren Produkt = 1 ist. 

Durch % z, B. gehen die Ebenen («i %) (% %) (% e) 
(%p). Wählen wir auf der Ebene («i e) irgend einen Punkt 
und bezeichnen dessen senkrechte Abstände von den beiden 
ersten Ebenen mit e^ und e^, sind femer p^ und pf, die senk- 
rechten Abstände eines Punktes P der Ebene {OiP) von den 
gleichen Ebenen, so ist das Doppel Verhältnis der vier ge- 
nannten Ebenen oder 

6, Bn »1 : e, 

«1 («3 (t^ e jj) = ^ : -^ = -^2-2 

% Pa Pi '• ^ 

Die weiteren Überlegungen bleiben die gleichen: doch haben 
wir damit auch schon die Darstellung eines Punktes im 
Raum vorbereitet. 

g 5. Die Mafsbestiminiiiig im Baume. 

Die Koordinaten eines Punktes. 

27, Um einen Punkt Pim llamne zu bestimmen, nehmen 
wir vier Punkte A^, A^, A^, A^ beliebig an, so daß sie 
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§ 5. Die Maübestimmung im Baume. 39 

ein Tetraeder bilden, _E sei ein beliebiger fünfter Punkt. 
Wir projizieren denselben aus den Ecken ^^, Ä^, A3, A^ 
in die gegenüberliegenden Tetraederflä«ben und nennen 
diese Projektionen bezw. E^, E^, Eg, E^ (Fig. 11). Femer 




schneide etwa die Ebene durch E und die Kante Ai A^ 
die Gegentante A^ A^ m einem Punkte, den wir E^^ 
nennen. Er ist die Projektion von E aus A^ A^ auf A^ A^. 
Ganz in der gleichen Weise erhalten wir die Projektionen 
E^2 ^- ^' ^- ^"^ 'Ißn übrigen Kanten. 

Ist nun weiter ein bcKebiger Punkt P gegeben, so zeichnen 
wir auch seine Projektionen aus den Ecken (P^, Pj, . . ,) und 
aus den Kanten {Pjg, P^g, . . .). Dann gehen durch jede 
Kante des Tetraeders vier Ebenen, z. B. durch A^ A^ die 
Ebenen: 

AA-^3. AA^3. A^A^E, A^AiF 

Wir bezeichnen deren Doppelverhältnis durch n^^, wobei 
der Doppclindex auch die Reihenfolge der Ebenen nach A^ 
und .^3 angibt, und schreiben dies 

%g = Ä^^ iA^AsEP)^ [A^ As E,3 P23) 
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40 II' ^'c MaßbestimmuDg in der Ebene nnd im Räume, 

Entsprechend den sechs Tetraederkanten erhalten wir also 
12 Größen »(ü (wo i und k die Werte 1, 2, 3, 4 amielimeu); 

da aber n}n = — , so haben wir nur 6 wesentlich verschiedene 

Doppel Verhältnisse na- 

Bezeichnen wir andererseits die senkrechten Abstände 
der Punkte E und P von den Ebenen Ä2ÄgÄ^, A^A^A^, 
Ä^ A^ A^, A^A^A^ der Reihe nach mit %, e^, %, e^, bezw. 
Pi) Pif Pe> Pi! so kann man jedes dieser DoppelverMltnisse 
nach 26. durch diese Abstäade ausdrücken: es ist z.B. 

^ _^.Ps _P^-e'i 
Setzen wir je(zt weiter 

(1) ex,-i^, s«,-^, s^,-|, e'«.-^ 

SO werden die genannten DoppelverhiQtnisae 






«13 = — «24 = — 

«14 = ^ "^^^J 

bind die Punkte 4^, J^, J.^, A^ und iJ gegeben und 
nimmt man ugend 3 Werte der «(ü, welche zu Tetraeder- 
kanten gehoien, die ein Dreieck bilden, beliebig an, so 
ist umgekehrt duich diese drei Zalilenwerte ein Punkt be- 
stimmt Denn ^md z. B. 

»„ - i[:U (A, A EF) - {A, A, E„ P„) _ J 
%4 = J77lg ( 4, A^ EF) = ( A A -Ei4 -Pii) = J 

«24 = A^3 ( A J4 ,EP) = (^ ^4 Ea4 Pjj) = ^ 

die gegebenen Zahlenwerte, welche zusammen alle vier In- 
dices enthalten miisseu, so ist durch A^A^, A^A^, A^A^ 
je eine Ebene bestimmt, welche mit den drei durch diese 
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g 5. Die Maßbeetimmung im. Eaume. 41 

Kante gehenden Ebenen ein Doppelverhältnia von dem vor- 
gegebenen Werte bildet. Diese drei Ebenen schneiden sick 
dann in dem zugehörigen Punkte P. Die fehlenden %i können 
wir leicht berechnen. Denn zu drei Kanten des Tetraedei«, 
welche durch einen Punkt gehen, gehören AVerte der nni, 
deren Produkt = 1 ist. In der Tat gelten ja die ßela- 
tionen: 

Mjg ■ %^ • n^2 = 1 %3 ■ )i^4 ■ %[ = 1 

%g • %4 ■ «-41 = 1 %2 ■ '%a ■ '^ai — 1 

28. Da Koordinaten ganz allgemein Zahlen sind, welche 
die Lage eines Punktes bestimmen, so könnte man drei der 
Werte n/t von der erwähnten Eigenschaft als Koordinaten 
eines Punktes einführen. Es ist aber — wenigstens für die 
Untersuchung projektiver Eigenschaften — bequemer, einen 
Punkt durch vier Verhältniszahlen statt durch drei absolute 
Zahlen zu bestimmen. Nachdem sich die Wjs als Quotienten 
der Größen x} darstellen, so ist ein Punkt auch festgelegt, 
wenn man weiß, daß sich die vier Größen %, a^, %, x^ wie 
vier gegebene Zahlen verhalten sollen. Wir neimen diese 
vier Größen die homogenen oder tetrametrisehen oder 
Tetraederkoordinaten eines Punktes. Die Gleichungen (1) 
stellen dieselben dar durch die senkrechten Abstände der 
Punkte P und E von den Tetraederfläehen. 

Auch hier kann man wieder die Pi und e.- in vier be- 
stimmten Eiehtungen messen, ohne die Formeln zu ändern.^ 

Der Punkt jE hat Koordinaten, die sich wie 1 : 1 ; 1 : 1 
verhalten. Er heißt der „Einheitspunkt"; das Tetraeder 
AyA^A^Ä^ wird „Fundament altctraed er" genaimt, Also folgt: 

,,Die tetrametrischen Koordinaten eines Punktes 
verhalten sieh wie die parallel zu festen Richtimgen 
gemessenen Abslände des Punktes von den Flächen 
des Fundamcntaltetraeders, wenn diese Abstände 
noch dividiert werden dui-ch die entsprechenden 
Abstände des Einheitspunktes." 

Um die Lage eines Punktes in bezug auf die fünf Punkte 
Aj^, A^, Aii, A^, ^festzusetzen, sowie überhaupt um Lagen - 
beziehungen zu untersuchen, genügt es, die Verhältniskoor- 
dinaten x^ eines Punlttes zu kennen. Will man aber auch 
metrische Beziehungen zum Ausdruck bringen, so muß man 
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42 II- Die Maßbestiminiing in der Ebene nnd im Eaame. 

in den Gleichungen (1) dem Propoi-tionalitätsfaktor q einen 
bestimmten Wert beilegen, am eiiifaohsten den Wert 1. 
Dann werden 

(ö) Xi = — ; 0Ci = — ; x^ = — ; Xi = - 

die sogenannten „wahren" Koordinaten des Punktes P. 



Relation zwischen den senkrechten Abständen 
eines Punktes. 

29. Zwischen den allgemeinen Verhältniskoordinaten 
eines Punktes kann natürlich kein Zusammenhang bestehen; 
wohl aber ist dies der Fall für die wahren Koordinaten 
oder für die senkrechten Abstände. Um diese Relation ab- 
zuleiten, erinnern wir uns daran, wie man nach dem Vor- 
gange vonMöbius das Vorzeichen eines Tetraeder volumens 
definiert. Ist A^ A^ A^ A^ der Ausdruck für das Vohunen, 
so denken wir uns bekanntlich einen Beobachter längs der 
Kante A, A^ so angebracht, daß er seine Füße in J,j^ , den 
Kopf in A^ hat. Wird dann die Kante ^1, A^ von A^ nach 
^4 diW3hlaufen und muß sich dabei dieser Beobachter von 
linka nach rechts drehen, so bezeichnen wir das in diesem 
Sinne durchstrichen e Volumen als positiv. Wendet sich 
der Beobachter aber von rechts nach links, während die 
Kante von A^ nach A^ durchlaufen wird, so ist das Volumen 
in negativem Sinne durchlaufen. 

Ändert man in der Pormutation A^ A^ A^ A^ ein- 
mal zwei Buchstaben, so wechselt das Volumen sein Vor- 
zeichen. Die Tetraeder A^A^A^F und J^ A^ A^ P' haben 
darnach gleiches oder ungleiches Vorzeichen, je nachdem 
P und P' auf der gleichen Seite der Ebene Ai A^ Ag Hegen 
oder auf verschiedenen Seiten. 

Nach diesen auf Determinantensätzen beruhenden De- 
finitionen gilt für irgend fünf Punkte Aj^, J^, Ag, J.^, P 
im Baume die Relation : 
(4) AiA,AsP + A^AiAiP+ J^AgA^P + A^A^ A^P 

= A^ A, A, Ai 
Bezeichnen die positiven Zahlen fi, f^, /g, f^^ die Flächen- 
inhalte der den Ecken A^, Ait A^, A^ gegenüberliegenden 
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g 5. Die Mafibestimmung im Räume. 43 

Dreiceksflächeii, ist ferner Vdaä positive Volumen des Fiinda- 

mentaltetraeders, so geht Gleichung (4) über in 

(6) liif,+P,n+P,fu+Pifi-!>r 

Hier werden jetzt die Vorzeichen dureli die p; reguliert. 

Wählen wir ferner den Einheitspunkt E im Innern des 
Fundamentaltetraeders, so können wir seine Abstände e^ alle 
positiv annehmen. Unter Benutzung der Relationen (3) er- 
gibt sich mithin für die wahren Koordinaten die Beziehung: 
(6) By fiüCi + e^f^acs + es A :«» + e^f^aSi = 3 V 

Sind Äi, Aj, Äg, Ä^ die positiven Laiben der vier Höhen des 
Tetraeders, so ist weiter 

und Gleichung (6) kann auch geschrieben werden: 

'- ' \ ^ \ '^ \ ^ \ ~ 

Hie Vorzeichen, welche die vier VerhÜltniskoordinaten für 
jede Lage des Punktes P im Eaume erhalten, sind dann leicht 
zu bestimmen. Im Innern des Fundamentaltetraeders sind 
x^,w^,x^,x^ alle positiv (+,+,+,+). Überschreitet man, 
aus dem Tetraeder heraustretend, eine der Ebenen desselben, 
so ändert diejenige Koordinate, welche sich auf diese Ebene 
bezieht, ihr Vorzeichen. 

Ein Punkt z. B., der in dem von den Verlängenmgen 
der Kanten A^A^, Ä^A^, A^A^ ober A^ hinaus gebildeten 
Scheiteldreikant liegt, ist in bezug auf seine Vorzeichen 
charakterisiert durch die Kombination ( — ^— -(-}. 

Die Koordinaten einer Ebene. 

30. Um eine Ebene n zu bestimmen, gehen wir aus 
von vier festen Ebenen a^, a^, «g, a^, die sieh za dreien 
in den Punkten A-^, A^, A^, A^ schneiden mögen in der 
Weise, daß j1^ der Ebene «^ oder jlgjij^^ gegenüberliegtu.s.f. 
Eine fünfte feste Ebene s liefert auf jeder der Kanten des 
Tetraeders A^ A^ A^ jij einen Schnittpunkt und zwar auf der 
Kante A^ A^ den Punkt E^j u. s. f. (Fig. 12). Die be- 
liebige Ebene ji liefert ebenso auf den Kanten die Punkte 
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II. Die MaßbeBtimmung ia der Ebene und u 



Pi2J Pia u.a. f. Die senkrechten Abstände der Punkte A^^, 
Ä2, Ag, A^ von den Ebenen e und ji seien bezw. mit £1, £3, 
£3, £4 and n^, n^, JI3, ^i bezeichnet. Auf jeder der Kanten 
des Tetraeders liegen jetzt vier Punkte und wir drücken 




wieder die Doppelverhältnisse derselben durch die e, und 
Tii aus : es ist z. B. 

Führen wir statt der auftretenden Teilquotienten neue Großen 
ein vermöge der Gleichungen 

(8) ek-"r, (.&-?, ef.-?, ef.=? 
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g ü. Die Maßbestimmun^ im Eauiae. 
WO Q ein Proportionalitätsfaktor, so erhalten wir 

n, - (A A E.> P..) -f "-M- iA A E„ P„) - 1 

^„ - (/)., A E,. Pu) _ I .„ - (A A Es. p„): - 1 

Zu drei Kanten des Tetraeders, die ein Dreieck bilden, ge- 
hören "Werte der Vik, deren Produkt demnach = 1 ist. Dies 
liefert die Beziehungen : 

m »'33 • »'s* ■ ''41? = 1 nü ■ ^24, ■ J'ii -= 1 

^ -^ ^3 • »■81 • ni = 1 »'12 • »"sa ■ '■si = 1 

Sind jetzt die Ebenen a^, a^, «si "4 i^"*! ^^^ Ebene e ge- 
geben und wählt man für drei der Größen v^k, die zu Kanten 
des Tetraeders gehören, welche durch einen Punkt gehen, 
beliebige Zahlenwerte, so daß also z.B. v^j, v^^, v^^ will- 
kürlich angenommen werden, so sind dadurch auch die Punkte 
Pill ^241 P34 ^^^ "^^^ <^i durch A^ gehenden Tetraeder^ 
kanten festgelegt und damit ist die Ebene bestimmt, welche 
diese drei Punkte verbindet Die übrigen va ermitteln wir 
aus den Gleichungen (9). Drei solche Werte der vnt können 
also als Koordinaten emer Ebene dienen. Statt dessen 
kann man auch wieder für die l^, fj, I3, ^4 sieh beliebige 
Verhältniszahlen geben; dann sind die va^ ja ebenfalls be- 
stimm.t. Diese Größen ^i bezeichnet man als homogene 
oder tetrametrische Ebenenkoordinaten. Die Ebene s hat 
Koordinaten, die sich wie (1 : 1 ; 1 : 1) verhalten: sie heißt 
daher die „Einheitsebene", während die Ebenen a^, «2,03,0^ 
das Fundamentaltetraeder bilden. 

Etwas allgemeiner könnten wir auch hier die e; und Uj 
parallel einer beliebigen Richtung messen. Es ei^ibtsich also: 
„Die homogenen Koordinaten einer Ebene sind 
proportional den Abständen der Ecken des Funda- 
mentaltetraeders von der Ebene, wenn diese Ab- 
stände noch dividiert werden durch die Abstände 
der gleichen Ecke von der Einheitsebene." 
Die Verhäitniszahlen $i genügen, um die Lage einer 
Ebene in bezug auf das Fundamentaltetraeder und die Ein- 
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II. Die 



a der Ebene und i 



heitsebene zu bestimmen. Will man aber auch metrische 
Zusammenbäiige darstellen, so muß man in den Gleichungen (8) 
dem Faktor q einen bestimmten Wert, am einfachsten den 
Wert 1 beilegen. Dann werden 



()0) 



Iren" Koordinaten der Eben« 



Relation zwischen den senkrechten Abständen einer 
Ebene. 

'il. Zwischen den senkrechten Abständen arj einer Ebene 
oder auch zwischen den „wahren" Koordinaten derselben 
besteht eine quadratische Eelation. Um dieselbe abzuleiten, 
denken wir uns für einen Augenblick die Punkte Aj^, A^, 
Äg, Ai durch ihre Koordinaten a^,(/j,^i, Xi,y^,s^ u,s.f. in 
bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bestimmt: 
Irgend eine Ebene sei in der Form gegeben 



X cos a -\- y cos ß -j- S 



= 



wobei a, ß,y in bekannter Weise die Winkel sind, welche 
die Nonnale der Ebene mit den Achsen bildet, während d 
der Abstand des Koordinatenanfangs von der Ebene ist. 

Dann sind die Abstände n^, jig, %, n^ der Punkte Ai, 
A^, An, J4 von dieser Ebene: 

.Tj =XiCOaa + J/iC0S(5 -j-Sj^oosy — d 
Ti-i =iPäC0Sa + ^/gCOS^ -|- Äfacosy — d 
jig =3:30030 + 2/3 coa^ -I-Sgcos]' — ä 
n^=X/^<iOia + J/jCosjS + ^^cos^ — d 

Ferner i.st die Höhe \ des Tetraeder A^A^A^A^ oder der 
Abstand des Punktes Ay von der Ebene A^A^A^ 





»a Si «1 


1 


1 


X, y, B, 


1 


s 


="i » 't 


1 




"i S, 'i 


1 
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§ 5. Die Maßbeatimmung: im Räume. 47 

und der Winkel, den diese Höhe mit der X-Achse bildet, 
gegeben durch 



eos {xhj) = ^^ % Ä, 1 

N ist dabei die Q,uadrat%vurzel. mit der die Gleichung der 
Ebene A^A^A^ dividiert werden muß, um in der Normal- 
fonn zu erscheinen. Bilden wir dann die Quotienten 

co&ixh,) costeÄ,) „ , ,^ . II- 

— — ^ — i^, — ^ — - u, s. f., so erhalten wir aus den obigen 

Gleichungen (11) und nach bekannten Determinantensätzen 

■ji cos (a:7*i) -^^ cosC^^Aa) + ■^(Mü{x'h^ -f y^-cos(a;ÄJ ^coso 
h-t h^ "3 '^4 

a ist der Winkel, den die Normale « der Ebene mit der 
X-Achse bildet; wir können also auch schreiben: 

cos(a;«) = Ticos(ccÄi)-|-^-cos(a;Ä5)-[-^cos(3:Äg)-|- y^cos(3:ÄJ 

n^ hj^ A^ il^ 

Lassen wir in dieser ganz ailgemeinen Formel die X-Aebse 
der Eeibe nach mit der Normalen und mit den vier Hohen 
\, h^, hg, h^ zusammenfallen, so erhalten wir: 

1 ^ ^ . cos [nÄi) + ^- <ios{n\] -H ^cos{nhg) + ^Qos(nht) 

h^ tt^ ng h^ 

cos(mÄi) =?" + ?■ cos(ÄiA2) + ^cos(ÄiÄs)-!- YdQ&Ql^h^ 
cofi{nh^ = Y ■ oosCAäÄj) + i^+ t^- 008(^2^3) -|- v^ ■ eos(AgÄJ 

COS(«Äg) = T-' COS{^Ai) + T^COS(Ag7(3) + T^ + T^C09(^A^) 

cos(wÄ^) = T^' C0s(Ä4Ai) + T^cos{&4Aa) + Y^ cos (A4 A3) + Y 
Multiplizieren wir die letzten vier Gleichungen der Reihe 
nach mit ^, 7^, p-, -^ und setzen die Werte in die erste 

«1 Ag «3 A^ 
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+ i+l 


+ 1 + 




cos (Ol, ciä) 


+ 




(oi",) + 




C09(aic(4) 


+ 


^"■"»r™ 
»,», 


;o,o.) + 




eoBCa^ai) 



48 II. Die Maßbe Stimmung in der Ebene und im Räume, 
Gleichung ein, so ergibt sich die gesuchte Relation: 



(12) 



oder kürzer geschrieben 

(13) ^■,*2-^-oos(a;as) = l (i,h=l, 2, 3, 4) 

Führen wir auf Grund der Gleichungen (10) die -wahren 
Koordinaten ein, so können wir diese Beziehung auch 
schreiben : 

(") ■■..2?^S,l„co8(o,«.)-l 

Wie auch aus dieser Relation hervorgeht, besteht zwischen 
den homogenen Koordinaten eines Punktes und denen einer 
Ebene der Unterschied, daß bei den letzteren das Vorzeichen 
einer der vier Koordinaten noch beliebig angenommen 
werden kann, also auch ein gemeinschaftlicher Vorzeichen- 
wechsel zulässig ist. Wir haben jedoch zwei Koordi- 
naten fi mit dem gleichen Vorzeichen zu versehen, wenn 
die betreffenden Fundamentalpunkte auf der gleichen Seite 
der Ebene gelegen sind, mit entgegengesetzten Vorzeichen 
dagegen, wenn dieselben auf verschiedenen Seiten der Ebene 
sieh befinden. 



Vereinigte Lage von Punkt und Ebene. 

32. Um gleichzeitig Punkte und Ebenen zu betrachten, 

fihen wir aus von einem Tetraeder Äj^A^A^Ä^, dessen 
eken wir als Fundamentalptinkte nehmen, während seine 
Ebenen A^ Ag A^, A^ A^ A^ n. s. f. die Ebenen ö^, a^ u. s, f. 
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sind. Wir nehmen femer einen beliebigen Punkt £1 als 
Einheitspunkt und eine beliebige Ebene .s als Einheitsebene. 

Ein Punkt P habe nun die Koordinaten x^, x^, x^, x^, 
eine Ebene n die Koordinaten |^, Ig, |g, f^. "Welebe Be- 
ziehung muß zwischen den Xi und f,- erfüUt sein, wenn der 
Punkt F in der Ebene n liegen soÜ? 

Wir haben für den Punkt P nach 27. 

(A A-El4Pl4) = — 

v 1 .1 14 14; ^^ 

(15) {AA-ES4-P24) = - 
(A,J,^,,P34)=| U. 8.f. 

ferner für die Ebene n nach 30. 

MiAEi,P,J = | 

(16) (AAE.4P.4) = -| 

SS 

Der Punkt J? und die Ebene e waren ganz beliebig 
angenommen. Wir wollen die Doppel Verhältnisse einführen, 
wdehe der Punkt und die Ebene auf den drei Kanten A^A^, 
Ä^A^, AgA^ erzeugen und setzen 

(17) (AAE„B„)=-| 

Für die fiinf auf der Kante Ä^ Ä^ gelegenen Punkte A^, J^ , 
Uli, -Pii) Ei4 haben wir dann 

UiA-BuPu) Ui APiiE,,) (J-i AEu-Bii) - 1 

Ersetzen ^vir das erste Doppelverhältiiia vermöge der Relation 

(Ji^g^P n),,. . p p , 
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1 der Ebene und i 



uiid fahren die obigen Werte ein, so erlialten wir die erste 
der drei folgenden Gleicliungeu : 



(18) 



_A^^^^ ebonso ist 

"3 ?2 '^2 _ 



Jet^t ist die Bediaguag einzuführen, daß der Puokt P 
in der Ebene ti Hegen soll. Dann muß (Fig. 13) z. B. die 




Verbinditngslinie PPn der Ebene si angehören, ihr Schnitt- 
jjiinkt JPii mit der Ebene .ilj ^3^4.4 muß folglich auf der 
SehnittHnie Py^iP^i gelegen sein. Projizieren wir den Punkt 
P14 aus A^ bezw. A^ iiaehX und F, so können wir auf 
das Dreieck A^A^Ä,,, den Punkt PJ4 und die Gerade P^iPs* 
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die in 21. Gleichung (21) abgeleitete Relation anwenden. Bem- 
nacli ist 

(1 9) [A A Pm ^ + {A A X P,d - 1 

; man aber vermittelst der Beziehungen: 



{Ä, A P24 i') iAA ^Pii) {AA^u Pä4) = i bezw. 

A A ^ P34) (^i A Pa4 -Pm) ( A A ^s4 ^) = 1 
die in (19) stehenden Doppelverhältniase und beachtet, daß 
auch noch 

(A-P93i'MPi) = (A-Pi4Pi4-^i) 
so erhält man aus (19) 

1 = {Ä,F,,P,,Ä,)[{AÄ,P,,P,,} + {Ä,Ä,P,^P,,)] 
oder 

( Ji Py A^ P14) = {A A P.i P^i) + (A A P84 -P34) 

(20) 1 =(AAPh-Pu) + (■^a^4P24P2l) + K AP8i-P34) 

In Verbindung mit den Formeln (18) gibt dies als die 
gesuchte Bedingungsgleichimg 

(21) ^1 f X a^i + ^ I, ic, + k, fg Ws + A^ I, «4 = 

33. Der Punkt JS und die Ebene s waren bisher ganz 
beliebig angenommen worden. Wir wollen jetzt zwischen 
diesen beiden Elementen eine geometrische Abhängigkeit 
herstellen derart, daß die Gleichung (21) eine möglichst ein- 
fache Form annimmt. Wir denken uns den Punkt E etwa 
im Innern des Tetraeders beliebig gewählt, dann sind auch 
seine Projektionen E^, E^, E^, E^ aus den Ecken und 
seine Projektionen JSjj, E^^ u. s. £. aus den Kanten bestimmt 
(Fig. 14). Wir konstruieren nun zu jedem dieser Punkte 
En den vierten harmonischen E^* in bczug auf die beiden 
Tetraederecken A «nd A^. Dies läßt sich auch in unserer 
Figur ausfuhren. Zum Punkte E^^ z.B. erhalten wir den 
harmonischen in bezug auf A und ^3, indem wir die Ver- 
bindungslinie E^Eg mit Aj^g zum Schnitte bringen. Dies- 
ergibt sich ja sofort aus dem Viereck A^AgE^E^, dessen 
Ebene in E^^ der Kante ^1 A beg^net. Die sechs auf 
diese Weise zu konstruierenden Ptmkte E, j liegen nun in einer 
Ebene. Kein geometrisch folgt dies ohne weiteres aus unserer 
Figur. Denn da die Verbindungslinien A-^E^, A2E2, A^s> 
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Ai El durch den Punkt E gehen, so aiud die beiden Tetra- 
eder A^A^A^Ai und E^ E^ E^ Ei perspektiv. 

Die vier Schnittlinien entsprechender Ebenen wie A^ A^ A^f 
und El E^ E^ u. s. f. müssen ditnn die Eigenacliaft haben, daß 




jede die drei andern trifft, al'bo liegen sie in einer Ebene, 
was übrigens ein bekannter Satz der Stereometrie, vei^l. 
z.B. Baltzer: Elemente der Mathematik, 2 Band V. 

Kennen wir die Ebene dieser Punkte E,i, jetzt e, so 
können wir sagen, daß der Punkt E und diese Ebene ß 
durch das Tetraeder übtrall harmonisch getrennt werden, 
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gaoz ebenso wie die Hanaonieale in bezug auf ein Dreieck 
die analoge Eigenschaft hatte (vei^l. 15.). 

Den Punkt M und diese Ebene s wählen wir nun als 
Einheitspunkt bezw. als Einheitsebene, Dann müssen offenbar 
in den Gleichungen (17) die A; die "Werte 1 haben und gleich- 
zeitig geht die Bedingung (21) für die vereinigte Lage über 
in die einfachere 
(22) ^1 ^, + ^. -i. + fa itg + l4 ^4 = 

Im folgenden wird immer vorausgesetzt werden, daß -E und e 
sich in dieser harmonischen Lagenbeziehung befinden. 

34. Sind nun %, Oj, a^, «4 die Koordinaten eines 
Punktes und soU eine Ebene mit den Koordinaten S^, f^i faj ii 
durch diesen Punkt hindurchgehen, so müssen die fj stets 
der Bedingung genügen: 

% fi + (i^a ^3 -(- (üg fa + «4 ^4 = 

Dies ist also die Gleichung des Punktes {a^a2<h<*i)> 
sofern er als Enveloppe aller durch ihn hindurchgehenden 
Ebenen aufgefaßt werden kann. 

Hat andererseits eine feste Ebene die Koordinaten 
«iißjiOsjOii so müssen die Koordinaten x^jX^/Xf^jX^ eines 
beliebigen in ihr gelegenen Punktes stets die Bedingung 
erfüllen: 

«^ x^ + «3 a;^ + Hg x^ + aiX, = 

Also ist dies die Gleichung der Ebene (ßi,aj,aii,«4). Der 
Einheitspunkt hat natürlich die Gleichung 

fl+fa + fs + f4 = 

und die Einheitsebene wird 

■^1 + ^ + ^3 H" ^4 = 
Nachdem so bewiesen ist, daß eine lineare Gleichung in 
den Xi bezw. 1; eine Ebene bezw. einen Punkt vorstelit, ist 
leicht zu erkennen, daß eine homogene Gleichung vom Grade n 
in den X/ 

eine Fläche n*^''Ordnung darstellt, die mit einer beliebigen 
Ebene eine Kurve Ji'^' Ordnimg als Schnitt liefert. 
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Eine homogene Gleichung vom r*^" Grade in den |j femer 

wird geometrisch diireli eine Hache »''»'Klasse repräsentiert, 
welche alle die oo^ Ebenen umhüllen, deren Koordinaten 
der Gleichung ^^ = geniigen. Diejenigen UDt«r diesen 
Ebenen, welche überdies durch einen beliebigen Punkt hin- 
durchgehen, bilden einen Kegel von der v**" Ordnung, den 
von diesem Punkte an dii' Flüche <p gehenden „Tangential- 
kegel". 

Die unendlich ferne Ebene und der imaginäre 
Kugelkreis. 

35. Wir haben in 29. gesehen, daß zwischen den 
wahren Koordinaten eines jeden im endlichen Eaum gelegenen 
Punktes die ßelation (6) bestand. Schreiben wir jetzt die 
Gleichung an: 

(23) e^ /i Xi H- 1^ /2 iCa 4- % /g tCs + 64 fj ic^ = 

so ist es sicher möglich, für die Hßi noch 00^ Verhältnis- 
zahlen anzugeben, welche dieser Gleichung genügen. Die ihnen 
entsprechenden Punkte können nicht im endlichen Raum ge- 
legen sein; es sind uneigentliehe oder „unendlich ferne" 
Punkte. Da femer die Gleichung (23) audi eine lineare ist, 
so sagen wir, „sie stelle die unendlich ferne Ebene des 
Raumes dar". Damit kann in keiner Weise eine geometrische 
Vorstellung verbunden werden. Es handelt sich vielmehr 
bloß um eine Ausdinicks weise, welche es uns ermöglicht, 
uneigentliche (absolute) Elemente formal ebenso za be- 
handeln wie eigentliche Elemente. Die unendlich ferne Ebene 
kann auch in der Form geschrieben werden 

Zwischen den wahren Koordinaten einer Ebene besteht, wie 
wir in 31. gesehen, die Relation (14) 
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Schreiben wir «äie Gleichung an 

(24) *,fc2'^^^^-eosaiai = (i,/c = 1,2, 3,4) 

Die Koordinaten einer im endlichen Eaiim gelegenen Ebene 
können dieser Gleichung nicht genügen. Man zeigt aber, daß die 
unendlich ferne Ebene mit ihren Koordinaten die Gleichung (24) 
befriedigt. Außei'dem gibt es noch co^ imaginäre Ebenen, 
deren Koordinaten dieser Gleichung Genüge leisten. Sie 
berühren sämtlich den unendlich fernen, imaginären Kugel- 
kreis, der allen Kugein des Raumes gleichzeitig angehört 
Man beweist dies am einfachsten, indem man die Trans- 
formationsformeln aufstellt, welche von rechtwinkligen Ko- 
ordinaten zu den allgemeinen, projektiven Koordinaten 
überführen und dann die in rechtwinkligen Koordinaten 
ar^schriebenen Beziehungen in die projektiven Koordinaten 
transformiert. 

Spezielle Fälle. 

36- Aus den allgemeinen projektiven Koordinaten er- 
geben sich speziellere, homogene Koordinaten, indem wir 
dem Einheitspunltt eine besondere Lagenbeziehung im Funda- 
mentaltetraeder anweisen; durch metrische Spezialisierung 
des Eundamentaltetraeders endlich erhalten wir die ge- 
wÖhnliolien Descartes'sehen Koordinaten. Wir wollen 
zwar nicht alle, aber doch die wichtigeren dieser speziellen 
Koordinatensysteme ableiten. 

Der Einheitspunkt falle fürs erste in den Mittelpunkt 
der dem Tetraeder einbesohriebenen Kugel. Dann ist 

und wir erhalten für die Koordinaten 

Xi : x^ i x.^ : x^=pi -.p^ -.ps :Pi 
Die Koordinaten eines Punktes verhalten sich also wie die 
senkrechten Abstände desselben von den Ebenen des Punda- 
mentaltetraeder s . 

Als die wahren Koordmaten eines Punktes nehmen 
wir dann diese Abstände selbst. 

Die Harmonicalebene dieses Punktes E ist eine be- 
stimmte Ebene mit den Koordinaten e,-; diese müssen wir 
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als EioLeita ebene benutzen und haben demnach für dieEbenen- 
koordinaten 

Es sind also unter dieser Voraussetziuig die Koordinaten 
einer Ebene den senkrechten Abständen nt proportional, 
wenn diese noch durch die Größen e,- dividiert werden. 

Zweitens werde der Schwerpnnkt des Tetraeders als 
Einheitspnnkt genommen; dann ist 

.,^1 (i- 1,2, 3, 4) 

und wir erhalten z, B. für x^ 

also 

Xf_ix^:Xs:x^=^ PA^Ä.jÄ^ : PA^Ä^Ä^ : PÄiÄ^Ä^iPA^A^Äs 

Die Koordinaten eines Punktes verhalten sich demnach 
wie die Volumina der Pyramiden, welche der Punkt mit 
den Seitenflächen des Fundamentaltetraeders bildet. 

Als die wahren Koordinaten nehmen wir dann diese 
Volumina selbst. Die Einheitsebene wird unter dieser Vor- 
aussetaung die unendlich ferne Ebene. Die Betrachtungen 
von 30. ergeben, in entsprechender Weise durchgeführt, 
für die Koordinaten einer Ebene die senkrechten Abstände 
selbst d. h. 

^1 : 4 ; ^3 : ^4 = ^1 ■ ^2 ; ^8 : ^.1 
Wiederum können nicht gleichzeitig die Punkt und die 
Ebenenkoordinaten den senkrechten Abständen direkt pro- 
portional gesetzt werden. 

37. Endlich wollen wir noch den Fall betrachten, bei 
dem eine Ebene des Eundamentaltetraedera, etwa a^ oder 
Ä^ A^ A^ mit der unendhch fernen Ebene zusammenfäDt. 

Wie in 26. können auch jetzt wieder die Größen na 
gebildet werden. Setzen wir (Fig. 15) 
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Hl, = (^1 A^ JE,i Pi,) = 4^ = X = ?i 

«,, = ( J3 A -Esi Ps J == 4*^ = ^ = - 

34 V 3 4 3i 34^ A-^34 ^4 

«13= (A A-Els-PlS = /-r. ■V^-=- = 



Der Einbeitspunkt war bis jetzt noch ganzwilikürlicb, WäJileii 
mr ihn so, daß 

A-El4 = A-^24 = A-E34= +1 
3: = A-Pu ?/=A^24 S = A-P34 

die schiefwinkligen oder Carteeischen Koordinaten des 
Punktes P. 



yGoosle 



58 H- Die MBÜbeatimnmiig in der Ebene und im Räume. 

Um also von dem rimdamentaltetraedcr mit einer un- 
endlich fernen Seitenfläche (Xf^ = 0) überzugehen zu dem 
BcMefwinkligen Koordinatensystem, dessen Ursprung die 
Ecke A^ ist und dessen Achsen mit den diu'ch diese Ecke 
gehenden Tetraederkanten zusammenfallen, haben wir die 
Forraehi zu benutzen 

Xl X^ Xg 



Will man auch die Umformung der Ebenenkoordinaten ver- 
folgen, so brauchen wir die Harmonicalebcne des Pimktes E. 
Für diese wird nach 32. 

Ei4A = A-£'u. EsiA^A-^si, Eg4A = A-E^M 
Eine beliebige Ebene möge die Punkte P^g, Pia . ■ . auf den 
Karten A^Ä^, Ä^A^ ausschneiden. "Wir setzen ferner 



„ AE,. 
APu 


v = 


AP.* 


AE,, 

" ap:: 






Die Berechnung der Größen 
folgen, wobei auch die Bern 
sind. Es wird dann 

v^^ = [A^ Ai Ei4 Pi J 


Vii kann 
erkungen 

APi. 

AE„ 


wie frilher 
von 24. zu 

1 ^^ 


(29.) ci- 
beachten 


v,,^(A,A, 


E^iP^J 


AP« 
AE„ 


1 fi 






v,, = {A.,A^ 


Ea^Pa.) 


APs. 
AE„ 


1 f< 






vn = (-^1 A 


Eis Pia) 


AE„ 


.AE.. . 

A Pu » 






Wieder gelten die Beziehung 










*'l2 


■ ^31 • -^4 


.1 — 1 u. 


s.f. 






Die oben formulierte 


Annah 


me für den Eiiiheitspunkt 


lat 



zur Folge, daß 

A Eij - A E« - A Esi = 
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sodaß dann 

^_ !__ 1_ 

"~ Ä,P,, ^' ^iP.i ^ AP34 

die Plückersclien Koordinaten der Ebene werden. 
Den Ubergiiiig vermitteln also die Formeln 

«=.^ .^k ,,^k 
S, S, f. 



§ 6. Das DoppelverliSltnis von vier Elementen 
eines Grunflgebildes erster Stufe. 

Entfernung eines Punktes von einer Ebene. 

38. Im folgenden wird häufig das Doppelverbältnis von 
vier Elementen eines Grundgebildes erster Stufe z, B, von 
vier Ebenen eines Ebenenbüschels . in Betraeht zu ziehen 
sein. Wir wollen daher den Ausdruck für diese Größe ab- 
leiten, wenn die betreffenden Elemente durch ihre Gleichungen 
in projektiven Koordinaten gegeben sind. 

Vorher ist noch zu erledigen, die folgende Aufgäbet 

Gegeben sind ein PiinlttiCi und eine Ebene ^J, ge- 
sucht wird der Abstand p dieses Punktes von der 
Ebene. 
Da es sich um eine metrische Größe handelt, so sind 
unter xi und ^J die wahren Koordinaten zu verstehen. 
Die Gleichung des Punktes oci oder JP wird 
2xi^t = 0'^) 
Die gegebene Ebene hat die senkrechten Abstände 37; und 
die wahren Koordinaten — . Legen wir durch den Punkt P 

eine Ebene, parallel zur Ebene ^J, so hat diese je nach der 
Lage des Punktes die senkrechten Abstände i/i + p und 

folglich die Koordinaten — =^-. DadieseEbenedenPunktP 

*) Wenn nicMa weiteres hinzugefügt wird, ao ist die Summe S 
bei raumliclien Problemen für j=l, 2, 3, 4, bei Autgöben der ebenen 
Geometrie für i ;= 1, 2, 3 za bilden. 
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60 II. Die Maßbestimmuüg in der Ebene und im Räume, 
enthält, so ist 

lind daraus 

(1, ,_+ fi_55|i 

^7 ^7 

Dieser Ausdmck läßt sich noch so umformen, daß der 
Nemier die Koordinaten des Punlites P nicht mehr enthält 
Bezeichnen wir nämlich den senkrechten Abstand des Ein- 
heitspunktes _E von der Einheitsebene mit e^i so ei^ibt sich 
SOS der Formel (1), wenn wir E mit P und e mit der Ebene ^J 
zusammenfallen lassen 



oder 

Nehmen wir andererseits als Punkt P wieder den Einheits- 
punkt, a]s Ebene B,'i aber die Tetraederebene Ay, Ai A^, deren 

Koordinaten 0, 0, 0, — sind, so wird 



oder nach (2) 

(3) ^^^ 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit fi (vergl. 29.), so kommt 

1 = 1 ^ 
und mit ßücksieht auf (6) von 29, 
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Daun wird aber in (1) 

(4) p = -J (x'i l'i + ic'a l'a + »4 g's + a^4 r*) 

Führt man statt der wahreu JCoordiuaten iCj iiiid g; ihi'e 
\yei'te in den. pi, e;, si; und £j ein, so ergibt sich 

oder nach (3) 

Für die Geometrie der Ebene lassen sich entapreeheude 
Formeln aufstellen. Ist Eo der senkrechte Abstand des Ein- 
heitsprmktes von der Einheitsgeraden e, so %yird der Ab- 
stand p eines Punktes x't von einer Geraden |J gegeben 
durch 

(6) Ji-|(a!ilH-i»4r« + »4S) 

oder auch 



Das Doppelverhältnis von vier Ebenen eines 
Büschels. 

39. Sind zwei Ebenen gegeben 

und bilden wü- die lineare Verbindung 

wobei A irgend ein Zahlenwert sein kann, so stellt diese 
Gleichung wieder eine Ebene y dar, welche durch die Schnitt- 
linie der beiden gegebenen Ebenen a und ß hindurchgeht. 

Sind also afj die Koordinaten eines in dieser Ebene y 
gelegenen Punktes P', so ist 
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oder 



^ = 7 



aj^aft + a^a/i + a^af^ + «4^4 



Hier sind die icj, die Oi und j?; die Koordinaten des Punktes P', 
der Ebene a und der Ebene j5 und zwar niebt die wabren. 
Wegen der Form des Ausdruckes X fällt allerdings bei den iCf 
ein gemeinsamer Falitor ohnedies hinaus, bleibt aber bei den 
«i imd ßi stehen. Bezeichnen wir also die senkrechten Ab- 
stände des Punktes P von der Ebene a und ß mit^n undjj^, 
so ist naeb (4) von 38. 

wobei der Zsihlenfaktor m bloß von den Ebenen a und (5 
längt. 
Nehmen wii' eine vierte Ebene des Büschels 
äi, = Q:, — ^ ■ e^ = 



Bo ist für einen auf ihr 


■ gelegenen Punkt P" 


Es ergibt sich also: 

Bezeichnen 
Ebenen 


wir das Doppel verhall 






kurz mit {aßy 


&) so wird 




(.M-\ 


Insonderheit liegen z. B 


. die vier Ebenen 



harmonisch, da sie das DoppelverMltnis ■ — 1 bilden. 

40. Betrachten wir jetzt im allgemeinen Fall vier Ebenen 
^i^a^-Ai;?^=0 A^ = a^ — hh=^ 

und fragen wir nach dem Doppcl Verhältnis dieser vier Ebenen, 
das wir kurz mit (2j l^ l^ X^ bezeichnen. 

Die in 11. im linearen Gebiete schon durchgeführte 
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Betrachtung liefert uns auch hier aofort das Resultat, daß 
dieses Doppol Verhältnis gegeben ist durch 

Die entsprechenden Überlegungen für die Pnnktreihe brauchen 
bloß angedeutet zu werden. Sind nämlich 

«I = % f 1 + «2 fs + % ia + aih = 
hl^hS^ + h^i + h fs + &4 ^4 = 
die Gleichungen zweier Punkte A und I}, so stellt 
a^ — Xh^ — Q 

einen Punkt C auf der Verbindungslinie AB dar und für 
jede durch C gehende Ebene ist das Verhältnis ihrer senk- 
rechten Abstände von A und B gegeben durch den Quotienten 
AG: BO. Analytisch wird dieser Ausdruck bis auf einen 
konstanten Faktor durch den Parameter 1 der betreffenden 
Ebene dargestellt. Daraus folgt, daß eich auch das Doppel- 
verhältnis von vier Punkten einer Punktreihe ganz ebenso 
durch die Parameter dieser Punkte ausdrücken läßt. Um 
endlich den Strahlenbüschel zu erhalten, hat man lediglich 
statt der Gleichung einer Ebene die einer Geraden einzu- 
führen. Die Elemente des Grundgebildes erster Stufe 
werden dabei immer durch die verschiedenen Werte eines 
2ahlenfaktors X geliefert, den wir den Parameter nennen. 
Es folgt also ganz allgemein: 

Sind vier Elemente eines GrundgcbÜdes erster 
Stufe gegeben durch 



ec. - 4 & - 




-4A 


= 
-0 




ist das Doppelverhälülis 


aescr vier 


Ebeaea 


(1, 1, i, 4) . 











Die Verwendung des Doppelverhältnisses (Wurfes) zur Be- 
stimmung der Elemente eines einförmigen Grundgebildes 
findet sich schon bei v. Staudt; die hier durchgeführte 
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64 II' Il'ö MaEbeätiinmung in der Ebene und im Räume 

Darstellung der MaßbestimmuDg mittels projektiver Koor- 
dinaten rüirfc von Fiedler her. Man vergleiche: 
V. Staudt: Beiträge zur Geometrie der Lage. Nürnberg, 1857. 

(§ 29. Von den Abscissen.) 
W. Fiedler: Vierteljahresschrift der Naturforach. Gesell- 
schaft zu Zürich. Bd. 15, 1870, S. 152 oder auch 
Darstellende Geometrie in. Teil, Leipzig 1888, % HS. 
Ferner 
R. Gerlach; Die Metrik in projoktivischen Koordinaten: 

Inaug. Dies. Zürich 1899. 
W. Killing: Lelirhuch der analytischen Geometrie in homo- 
genen Koordinaten. 1. TeU: Die ebene Geometrie. 
Paderborn 1900. 2. Teil: Die Geometrie <' " 
Paderborn 1901. 
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II. Absclxnitt. 

Transforfflatioiien Im binären Gebiet. 

m. Kapitel. 

Die projektive Yerwandtscliaft zwischen getrennteE 
Trägern. 

§ 7. Die projektive Bezicliaiig als lineare Trausformation. 

Erzeugung der projektiven Verwandtschaft. 

41. Die im ersten Äbaclmitt für alle Grundgebilde 
durcligcführte Maßbestimmung setzt uns in den Stand, jedem 
Element eines Grundgebildes gewisse Zahlenwerte zuzuordnen 
und umgekehrt zu beliebig gegebenen Zahleuwerten ein 
Element zu bestimmen, das ihnen entspricht. Es hat sich 
gezeigt, daß in den Grundgebilden erster, zweiter und dritter 
Stufe bezw. zwei, drei und vier Verhiiltniszahlen oder homogene 
Koordinaten zur Bestimmung eines Elementes notwendig und 
hinreichend sind. 

"Wii' benutzen dies, nm jetzt zwischen zwei Grund- 
gebilden gleicher Stufe eiue eindeutige Beziehung der 
Elemente herzustellen, bei welcher jedem Element des einen 
Grundgebüdea ein und nur ein Element im andern zugewiesen 
ist. Zu diesem Zwecke beziehen wir jedes der beiden Grund- 
gebilde auf ein homogenes Koordinatensystem und ordnen 
einfach diejenigen Elemente in den beiden Grund- 
gebilden einander zu, die den gleichen Verhältnia- 
zahlen entsprechen. Die auf diese Weise zu begründenden 
„Verwandtschaften" der Grundgebilde gleicher Stufe werden 
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66 III. Die projektive VerwandtscbBft zwischen getrennten Trägern. 

als projektive bezeichnet und sie stellen die einfachsteil 
eindeutigen Beziehungen dieser Gebilde vor. 

Wir beginnen mit den Grundgebildcn erster Stufe und 
denken uns etwa zwei Punktreihen g und g' gegeben. Auf ^ 
sind J.1, A^, E, auf g' die Punkte j15, J-J, E' je zur 
Durehfiihrung einer Maßbestimmung beliebig angenommen. 
Jeden Punkt P von g legen wir fest durch das Doppel- 
verhältnis 

Er hat die projektiven Koordinaten [x^, x^. 

Für die andere Punktreihe gut tue entsprechende Be- 
ziehung 

(^',^;£-p-)_|-r 

wobei der Punkt P' durch die projektiven Koordinaten 3f,,x'i 
bestimmt ist. Unserer Absicht entsprechend ordnen wii' nun 
solche Punkte auf g und g' einander zu, die auf diesen 
Trägern den gleichen Verhältuiszahlen entsprochen. Damit 
ist die Beziehung eine eindeutige. li^end einem Punkt P 
auf g gehören ja zwei Verhältuiszahlen oder Koordinaten zu, 
z. B. (2, — 1) und zu diesen gehört auf g' ein und nur ein 
Punkt P' als der entsprechende. 

Analytisch besagt dies, daß zwischen den Koordinaten 
{Xy, x^) eines Punktes P und den Koordinaten {af^, a^) des 
entsprechenden Punktes P' die Beziehung besteht: 



(1) 


x^-.i. 


oder 




(2) 


e>^i 



= «1 QXi^Xi 

Q ist dabei ein Proportionalilätsfaktor. In der Tat kommt 

es ja bloß auf das Verhältnis der Koordinaten % und x^ an. 

Natm^emäß drängt sich nun die Frage auf, wie sieh 

die Punkte A^, A^, E und A\, ^3, £" in diese Zuordnung 

einfügen. Der Quotient — nimmt aber sowohl für die 

drei erstgenannten wie für die letzteren bezw. die Werte 
00, 0, 1 an, also entsprechen den Punkten A^, A^, E be- 
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§ 7. Die projektive Beziehung ali lineare Transformation, 67 

ziiglich die Punkte Ä'i , A'^ , E' in unserer Beziehung. Femer 
gilt auth die Relation: 

{Ä,A,EPj = (A\ Ai E'F') 

so daß mithin je zwei entsprechende Punkte P und I" mit den 
das Koordinaten System darstellenden Punkten das gleiche 
Doppel Verhältnis bilden. Doeh ist dies nur ein spezieller 
Fall einer allgemeineren Eigenschaft. Sind nämlich irgend 
vier Punkte X, Y, Z, T von g gegeben durch die Werte 

(^i^£X) = f = ^ {A^A^EZ) = C^~ 

so ist für die entsprechenden Punkte X', Y', Z', T' 

{A{ A'^ E'X') = i u. s. f. 
und es ergibt sich nach Formel (11) von 5. 

fXyZT) = (X'Y'Z'T') = ^^^-. i^^ 
^ rj — C )J — T 

Irgend vier Punkte und ihre vier entspreehcndon bilden 
also das gleiche Doppel Verhältnis. 

Statt zweier Punktreihen hatten wir ebenso auch zwei 
Strahlenbüi'chel oder einen Strahlenbüschel nnd eine Punkfc- 
reihe in der eben durchgcftihrten Art snieinander beziehen 
können. 

Zwei Grundgebilde erster Stufe, die Element für Element 
eindeutig so auf einander bezogen sind, daß das Doppel- 
verhSltnis von ii^nd vier Elementen des einen gleich dem 
Doppel Verhältnis der vier entsprechenden Elemente des an- 
deren ist, heißen projektiv. Das Zeichen dafür ist X- 

Da nun die Annahme der Punkte Ai,A^,E und Afy, ^3, E' 
genügte, nm die Beziehung zu bestimmen und da diese Punkte 
in keiner Weise ausgezeichnet sind, so folgt noch; 

Die projektive Beziehung zweier Grundgebilde 
erster Stufe ist vollständig bestimmt, wenn man 
irgend drei Elemente des einen Gebildes und als 
ihnen entsprechend drei beliebige Elemente des 
anderen Gebildes annimmt. 
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QS III- Di® projektive Verwandtschaft zwischen getrennten Trügem. 
Die lineare Substitution. 
42. Die durch die Gleichungen (2) gegebene projektive 
Beziehung zeigt als erste charakteristisehe Eigenschaft die 
Eindeutigkeit in der Zuordnung entsprechender Elemente. 
Dies eindeutige Entsprechen bleibt nun auch dann noch er- 
halten, wenn wir statt der Gleichungen [2) die etwas allge- 
meiueren wählen 

wobei die am ganz willkürliche Zahlenkoeffizienten sein sollen. 
Denn zu jedem Punkte {x^, x^) des Trägers g liefern diese 
Gleichungen (3) ja unmittelbar den entsprechenden Punkt 
(Ä^,a^) auf g'. Andererseits können wir das System (3) auch 
naoh X,, x, auflösen und erhalten 



p ^ D 

(4) 

- a^a = -^, ^^^— 

^ \a a\ 

Dabei ist D =a,, a», —«,,«.„ = ^^ ^^\ 

Soli die Auflösung der Gleichungen (3) möglich sein, so muß 

J)^0 sein. Wäre D = 0, also — ■=-. -^ = Z;, so wäre die 

rechte Seite der zweiten Gleichung von (3) das ?c-fache der 
rechten Seite der ersten Gleichung, die Gleichungen (3) 
wären nicht voneinander unabhängig. Diesen Ausnahme- 
fall wollen wir einstweilen ausschließen. 

Die Gleichungen (3) oder (4) stellen eine „homogene, 
lineare Substitution" vor und D nennen wir die ,J5eter- 
minante der Substitution". Sie wird als nichtverschwin- 
dend angenommen werden. 

Auch durch die Gleichungen (3) oder (4) wird eine 
Verwandtschaft zwischen zwei Gnindgebüden erster Stufe 
hergestellt, die wir als eine lineare Transformation be- 
zeichnen, weil die Gleichungen (3) und (4) linear d. h. vom 
eisten Grade sind. 

Diese Verwandtschaft ist aber, wie jetzt gezeigt werden 
soll, identisch mit der bereits behandelten projektiven Be- 
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§ 7. Die projektive Bezieiiung als lineare Transformation. (iO 

ziehmig. Denn drücken wir das Doppelverhaltnis von vier 
beliebigen Punkten X, Y, Z, T, wie wir sie in 41. an- 
genommen haben, dorch die homogenen Koordinaten aus, so 
treten nach 9, lauter Determinanten auf, wie z. B. 

Die entsprechenden Punkte iaf,,s^s) (^i, 4) sind gegeben durch 

QOfi = %i X^ + «12 X^ Q^i — «11 ^1 + «lä ^ä 

Bilden wir die Determinante 

lyf^\ A^^ 4 L IKl ^1 + -^^ ^ä «31 % + «22 ^3 1 

1*1 3^1 ei^ii^i + «la'J'a «31*1 +»22^1 
so folgt nach dem bekannten Multiplikation seatz für Deter- 
minanten 

oder 

(a^O-P ■(■»") 

In dem Ausdruck \ - , - - ,j : > , - ,,, fällt demnach der auftre- 

tende Faktor hinaus und mau erhält 

{XYZT) = {X'Y'Z'T') 

Die Gleichheit der Doppelverhaltnisse entsprechender Qua- 
drupel war aber als Definition der Projektivität aufgestellt 
worden; wir haben also bewiesen: 

Die allgemeine lineare Transformation (3) stellt 

eine projektive Beziehung der betreffenden Grund- 

gebildc erster Stufe dar. 
Bemerkung. Wii'd eine eindeutige Beziehung zweier 
Grundgebilde durch lineare Gleichungen von der Form (3) 
gegeben, so folgt also daraus schon die Gleichheit der 
Doppelverhältnisse entsprechender Quadrupel. Dagegen kann 
man nicht behaupten, daß jede eindeutige Beziehung der 
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71) in. Die projektive Verwandtschaft zwiEchen getrennten Trägern. 

Gnmdgebilde erster Stufe eine Projektivität sei. Vielmehr 
kann man noch andere eindeutige Beziehungen zwischen den 
reellen Elementen zweier Grundgebilde herstellen, die nicht 
durch lineare Gleichungen von der Form (3) vermittelt werden. 



Bedeutung der Koeffizienten. 

43. Nehmen wir an, die Gleichungen (3) bezögen sieh 
auf zwei Punktreihen g und g". In der durch sie hergestellten 
Projektivität entsprechen sich die Systeme der Fundamental- 
punkte jetzt nicht mehr. Dem Punkte Ai z, B,, der durch 
Xi^ = gegeben ist, entspricht vielmehr ein Punkt mit den 
Koordinaten 

Bezeichnen wir die drei Punkte, welche in der projektiven 
Beziehung den Punkten jIj, ^2, ^entsprechen, mit (^^),{^2),(£), 
so erhalten wir für dieselben der Peibe naoli die Koordinaten: 

(«läj «aä) (%ii "^ai) (*'ii + %3J f^si + "^ss) 
Damit ist eine geometrische Deutung der Koeffizienten Uit 
der Substitution gegeben. 

Es läßt sich nun auch leicht erkennen, wie man ein- 
fachere Darstellungen der projektiven Beziehung erhält. 
Denken wir uns die Beziehung der beiden Punktreihen 
geometrisch fixiert und verlegen wir in zwei entsprechende 
Punkte der projektiven Beziehung die Punkte jIi und .4^, so 
müssen die Gleichungen, welche diese projektive Beziehung 
darstellen, die Eigenschaft haben, daß für x^ — auch a^ = 
wird, also muß sein 

Bezeichnen wir das Entsprechen zweier Elemente durch das 
Zeichen cv), so erhalten wir folgende Fälle; 

a) Ai r-j A'i ; also a,^ = 
und die Gleichungen werden 

b) A-^ CO A'i ; also %3 = 
A.^'T^Ai; also ßgi ^ 
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§ 7. Die projektive BaziehuEg als lineare Transform atiou. 71 
Die Gleichungen dieser Transformation werden 

c) Ai^>^A'i', also ßj2 = 

A^c^Mi', also (Tgi = 

Ec^E'; also %[ = ((33 
Dann erhält man die Gleichungen 

Dimit &md A\ii ibei ■xil die Gleichungen (2) zurückgeführt 
worden vcn denen wii ausgingen Dieselben verdanken ihre 
Einfachheit ali^o dem Umstände daß das Koordinatensystem 
moghehut zucckmifig ing nommen wurde. 

D rstellung in 1 1 ht 1 m genen Koordinaten, 

44, Wollen wir statt der homogenen Koordinaten 
metrische einführen, so haben wir (vGi^l. 5, Zusatz) das 

Verhältnis — zu bilden. Bei entsprechender Wahl von 

A^, A^, E liefert dieser Quotient die gewöhnliche Abscisse. 
Dividieren wir also die zwei Gleichungen (3), so wird 



[-«11 



X^^ 0^1 + «ggf 
^ «11 + «12 I 



In nicht homogenen Koordinaten wird demnach die 
projektive Beziehung dur'ch eine linear-gebrochene 
Funktion zum Ausdruck gebracht. 

Multiplizieren wir die Gleichung aus, so erhalten wir 

«12 H' — »ääf — %if' — <^n^ 

Statt der Koeffizienten ajjt führen wir bei dieser Form der 
Gleichung bequemer andere ein und schreiben 

(5) a^B'^n + c^-^d^O 

Ana dieser Relation ergeben sich dann als Ausdrücke für 

^ und i' 
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72 III. Die projektive Verwandtschaft zwiuchen getrennten Trägern 



^ a$'+b 



i") f ^ - 



' a^ + c 



I>ie Gleichung (5), welche mit den beiden Gleichungen (6) 
gleichwertig ist, enthält jede der Variabein bloß im ersten 
Grade, Sie heißt deswegen bilinear in bezug auf diese 
Größen. Auch eine solche bilineare Gleichung kann also 
zur DarsteUung einer projektiven Beziehung verwendet 
werden. Die für die projektive Beziehung charakteristische 
Gleichheit des Doppelverhältnisses entsprechender Quadrupel 
von Elementen folgt auch aus dieser Gleichung (5) ohne 
weiteres. 

Es seien nämlich li, Ig, f^, ii die Parameter von irgend 
vier Elementen, |^, ^, ^, li die der vier entsprechenden 
Elemente, so bestehen die Gleichungen 

£' = _ ^^1 + (^ -'^_ ^'^3+'^ 

^' ai, + c ^' afg + c 
^ __ fefa + d . hly + d 

Nachzuweisen ist die Beziehung: 

*' r,— «'s-« h-f,'{,"{< 

Eine leichte Eeelmung ergibt aber 

(»li-iie) tti-fs) 

'' '' (»{i + ») («{, + ») 
ebenso 

Daraus folgt aber unmittelbar die Gleichung (7). 

Die Ausartung der projektiven Beziehung. 

45. Auch hier trat wieder die Determinante ad — hc 
auf, der in der homogenen Schreibweise der Ausdruck 
**ii ^hi — *'i2 %! entsprach und von dem wir voraussetzten. 
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§ 7, Die projektive Bezioliung als lineare Transformation. 73 

daß er von Null verschieden war. Wir wollen uns jetzt 
darüber klar werden, was es bedentet, wenn die Determinante 
der Substitution verech windet. 
Ist ßd — 6c = oder 



6 d 

und bezeichnen wir den "Wert dieser Quotienten mit j, ao 
können wir setzen; 

a = ay c =^ ß ■ y 

i^ad d'^ß-ö 

Die Gleichung (5) geht dann aber über in 

(8) (al + ß) (,|- + ä)_0 

Es zerfallt demnach die bilineare Gleichung in zwei lineare 

Faktoren, von denen der eine bloß S, der andere bloß f 

enthält. Setzen wir i = — --■ , so wird die Gleichung (8) 

stets erfüllt, wahrend |' noch jeden beliebigen Wert an- 
nehmen kann. Andererseits genügt es, dem ^' den Wert 

|'= zu geben; die Gleichung wird dann befriedigt 

ganz unabhängig von dem Werte der Größe f. 

Die Beziehung der beiden Grundgebilde ist folglich 
eine derartige, daß in jedem derselben ein ausgezeichnetes 
(singuläres) Element vorhanden ist. Diesen Elemente ent^ 
sprechen alle Elemente des anderen Gebildes. Eine solche 
uneigentliche, projektive Beziebimg heißt eine „ausgeartete" 
oder „singulare" und wir können sagen: 

Das Verschwinden der Determinante der linearen 
Substitution ist die notwendige und him'eichende 
Bedingimg für die Ausartung der projektiven Be- 
ziehung. 
Um eine geometrische Anschauung zu gewinnen, schneiden 
wir etwa einen Strfdilenbüschel mit einer beliebigen Geraden, 
die in seiner Ebene liegt. Die entstehende Punktreihe und 
der Strahlen büsehel sind perspektiv. Bringen wir beide 
Gebilde aus ihrer Lagenbeziehung, ohne die Zuweisung 
der Elemente zu ändern, so sind beide Gebilde projektiv. 
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74 in. Die projektive Verwaadtsoliaft zwisulien getrennten Trägern. 

Sclineidon wir aber den Strahlenbüschel mit einer Geraden 
seiner Ebene, die überdies durch den Mittelpunkt des 
Strahlenbüschels geht und verfahren im übrigen ganz ebenso, 
so erhalten wir eine ausgeartete Projektiv! tat zwischen 
Punktreihe und Strahleubüschol. 

Die projektive Beziehung zweier Punktreihen. 
46. Als Beispiel werde eine X-Achse auf eine X'-Achse 
projektiv bezogen dureh die Gleichung: 

axx' + &a: + ex' + rf = 
Es ist dann: 

ex' -\- d , hx-\- d 

ßis'-f- 6 ax -\- c 

Für X ~ rxi wird a:' = 

für a:' = cxj wird x = 

Dies sind also die „Fluchtpunkte drr beiden Reihen. 

Würde man die j und r' \on entspiecbenden Punkten 
der projektiven Beziehung aus rechnen, so müßte für a; = 
auch Ä^' = werden, also waie (?=0 Die Beziehung: 

axx' -{- hx + cx' =0 
stellt demnach auch noch eine ganz allgemeine Projekti- 
vität vor. 

Entsprechen sich in den beiden Punktreihen die un- 
endlich fernen Punkte, so muß für x ~ ix x' = tx werden. 
Die obige Gleichung nimmt die Form an: 

bx + cx'^0 
d. h, es muß a = sein. Man nennt die durch diese Glei- 
chung dai^estellten Punktreihen ähnlich, weil je zwei ent- 
sprechende Strecken in konstantem Verhältnis stehen. Das 
folgt für zwei je vom Koordinatenanfang ausgehende und 
also auch für beliebte Strecken direkt aus der Gleichung: 



= 1, so sind die Punktreihen ko 
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§ 8. Die projäktire Beziuhang in dei- ParameterdarateDung. 75 

§ 8. Die projektive Bezieliung in der 
Parameterdarstelluiig. 

Bilineare Gleichung zwischen deu Parametern. 

47. Die biliaeare Gleichung, weiche, wie wir soeben 
sahen, als andere Form der linearen Substitution die Projekti- 
vität der Grandgebilde erster Stufe analytisch zum Ausdruck 
bringt, kann zu diesem Zwecke in noch allgemeinerer Weise 
verwendet werden, wenn wir uns die Grundgebilde in Piu-a- 
meterform geben. 

Es seieu: 

ß^ = ix = (i 

zwei Elemente eines Grundgebildes erster Stufe z. B. zwei 
Punkte und 

das Grundgebilde, speziell also die Puuktreihe, in Parameter- 
form, so daß der Parameter k durch seiue verschiedenen 
Werte die einzelnen Elemente des GrundgebilJes liefert. 

Ein zweites Grundgebüde ernter Stufe sei gegeben durch 
die Gleichungen: 

AVenn nun zwischen den Parametern A und A' eine bilineare 
Beziehung' besteht 

{!) ak}.'+b?. + ck'+d^<) 

die auch in den Formen 

,., , c?.'+d .,_ hl + d 

^^' ^-~^^F+h '■- aX + c 

geschrieben werden kann, so sind dadm-ch zunächst die 
Parameterwerte l und X' einander eindeutig zugeordnet. Da 
weiter die Elemente eines jeden Grundgebildes den Para^ 
meterwerten \viederum eindeutig entsprechen, so gibt die 
Gleichung (1) jedenfalls eine eindeutige Verwandtschaft 
der beiden Grundgebilde. 

Für das Doppel verhall nis von vier Elementen eines 
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7 6 III- Die projektive Verwandtsuhaft awisclien getrennten Trägern. 

Grundgebildes erster Stufe fanden wif nun in 40, den 
Ausdruck : 



Dieser Ausdruck reproduziert sich aber bei Anwendung der 
linearen Traas&rmationen (2) wie wir dies an den Formeln 
(5) und (6) von 44. bereits gesebeu liaben. Also ist: 



h 


-4 


1,-J, K-K 


!-i 


— K 


li 


— 4 


'Ji 


— K 



Die Gleiclmng (1) vermittelt demnach ebenfalls eine 
projektive Beziehung der Grimdgebilde. 

48. Die Zahi der willkürlichen Konstanten in der 
Gleiclinug (1) beträgt, da man mit einer derselben dividieren 
kann, drei d. h. 

Zwischen zwei Grundgcbilden gibt es oo' pro- 
jektive Beziehungen. 

Wir erhalten eine Pi-ojektivität, sobald zu drei Ele- 
menten des einen GrundgebUdes die entsprechenden des 
zweiten Grundgebildes gegeben sind oder wenn drei Parametern 
Xi, Aj, ^3 die Parameterwerte Xi, U, Aj als entsprechende 
zugeordnet werden. Denn dann müssen weitere entsprechende 
Parameter^verte k, l' durch die Beziehung verlaxüpft sein 









-r 



Diese Gleichung liefert ausmultipliziert die gesuchte bilineare 
Kelatioii. 

Auch in Determinantenforni können wir die Gleichung 
dieser projektiven Beziehung ohne weiteres anschreiben. 

Ist sie nämlich von der Form (1), so muß sie erfüllt 
sein, wenn man gleichzeitig l^l^ und V=l[ u. s. f. setzt. 
Das Resultat der Elimination der a,'h,c,& aus der Gleichung (1) 
und den so entstehenden drei weiteren Gleichungen ist aber 






Ai l{ 1 _ 
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§ 8. Die projektive Beziehnag in der Parameterdantellnng. 77 

Diese Determinante liefert nach den Elementen der ersten 

Zeile entwickelt die gesuchte Gleichung, Es ^t folglich: 

« = Ai (A^ — Aa') + h {Xi — A,') + As (A,' — A^) 

ö = Ai A; (A3' — AQ + h 1% {l{ —K)-\-\ Xi (A^ — l[) 

C = AiA;(Aa — As) + Aa^3'(A3 — ^0+^^'{^i— ^) 

1^= Ai Ai' (A3 As' — h A3') -H 'lä -li {K K ~ h K) + h K [h i-{ — h U) 

Einfachste Darstellung der projektiven Beziehung. 
49. Ohne der Allgemeinheit zu schaden, können wir 
diese Darstellung der Projektivität noch erheblich verein- 
fachen. Es seien di'ei Elemente des einen Grundgebildes 
gegeben imd die di'ei entsprechenden des andern, also etwa 
die Punkte A, B, C oder 

j1 ^ ([j, ^ % 3:^ -|- ff^a^ — 
B= &it~ 61 a^ + \x^ = 
0=«^ — Ao&^=0 
und ihre entsprechenden A', B', C oder 

A' = Ate- = Ai xi -{• AiX'i = 
W_= B^-^Bia^J-l- ßafl^a'^O 
C' = A-— -loB^'-O 
Dabei haben wir gleichzeitig die Schreibweise benutzt, die 
Gleichung, welche den Punkt jlvoi^tellt, durch das Symbol Jl 
zu bezeichnen. Ao und AJ sind dann zwei bestinunte Zahlen. 
Formen wir die Gleichung des Punktes C nun in folgender 
Weise um: 

und schreiben für den Klammer aus druck eine neue Große; 

B,. = ^ B,.- = B^xi + BiXf, 
wobei also: 

_B, =5"'b,, B, = ^^^E, 

Statt Bj,- = können wii' auch die Gleichung B^^ = 
wiMen und sehen, daß nun den Elementen 

«i, = &^ = ax — Ao6^ = 
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78 IV. Die projektive Beziehung auf dem gleichen Träger, 
entsprechen die Elemente: 

Um jetzt zwischen den Punktreihen 

a^ — A 6j; = und Ä^- — X'B^- = 
die Projektivität zu bestimmen, in der sich die obigen 
Elemente entsprechen, wissen wir bereits, daß den Werten 
1 — 0,1X1, 1 die Werte 1'= 0, oo, 1 zugeordnet sein müssen. 
Die bilineare Gleichung kann zufolge der beiden ersten 
Bedingungen nur noch von der Form sein: 

imd muß zufolge der letzten die Form annehmen: 

l — X' = 
oder 

Es hat sich demnach ergeben; 

Die Gnmdgebilde erster Stufe 

a^ — ;fc^ = A,,- — XB,^- = 
sind projektiv aufeinander bezogen, wenn man diejenigen 
Element« einander zuweist, die dem gleichen Wert des 
Parameters entsprechen. 



IV. Kapitel. 

J)ie projektive Bezieliung auf dem gieichea Träger. 

§ 9. Die Doppolelemente. 

50. Denken wir uns zwei gleichartige, projektive Grund- 
gebilde erster Stufe und lassen deren Träger zusammen- 
fallen, so transformieren wir mit anderen Worten ein Grand- 
gebilde erster Stufe projektiv in sich selbst. Dabei können 
die Koordinatensysteme fSr die beiden Maßbestimmungcu 
entweder verschieden sein oder die Koordinaten, z. B. die 
Xi und Xi, werden auf das gleiche Koordinatensystem be- 
zogen. Im letzteren Falle deutet man durch die Unter- 
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§ 9. Die Doppelelemente. 79 

Scheidung der Koordinaten lediglich an, zu wehihem der 
beiden projektiven Systeme man das Element rechnet. 

Auch jetat stehen uns wieder die beiden DarstellnngeD 
der Projehtivität zur Verfügnng. Nach der ersten haben 
wir als aflaJytisehen Ausdruck die lineare Substitution: 

zu betrachten. Oder wir schreiben das Grnndgebilde in 
der Form: 

«^ — Xi,= 

und gleichzeitig, sofern es das projektive Gebilde tragt: 

a^. — X'h- = 

Eine bdineare Gleichung: 

(2) aW + hl + eÄ.'+d=0 

vermittelt dann wieder die projektive Beziehung. 

Soweit entsprachen diese Betrachtungen durchaus den 
fi-üheren. Ein neuer Gesichtepunkt bietet sich nun aber 
insofern dar, als wir bei einer projektiven Beziehung auf 
dem gleichen Träger auch die Möglichkeit ins Auge ^saen 
können, daß ein Element mit seinem entsprechenden zu- 
sammenfalle. Elemente dieser Art, deren Existenz wir sofoi-t 
beweisen wei'den, heißen „Doppelclemente", so daß wir also 
von Doppelpunkten zweier projektiven Punfctreihen auf 
dem gleichen Tri^er, von Doppelstrahlen zweier kon- 
zentrkcher, projektiver Striddenbüschel u. s. f. sprechen. 

Nehmen wir an, da£ sich die Xf und Xi auf das 
gleiche Koordinatensystem beziehen, so muß für ein 
solches Doppelelement die Bedingung erfüllt sein: 

(3) ?i;_?i 

Drücken wir dementsprechend a.'/ und x^ durch Xi und Xi 
aus, so liefern uns die Gleichungen (1): 

"'ax ^ + i'hi — q)^2 ^^ 
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80 I^- ß'ö projektive Beziehung auf dem gieiohen Trilger. 

Die Koordinaten eines Doppel elementes müsBen also diesen 
beiden Gleiclningen geniigen, folglich muß man haben; 



Zur Bestimmung des Proportionalitatsfaktors q ergibt sich 
folglich die quadratische Gleichung: 

ß* — (%i + «23) p + a^xCi'ii — «12 «äi = 

Die Wurzeln derselben : 



_ «II + «aa + "/(«u + «aa)^ — iia^^a^i ■ 



geben, in eine der Gleichungen (4) eingesetzt, die Ko- 
ordinaten der Doppelelemcnte. Im allgemeinen existieren 
also zwei Doppelelemente, die reell oder ima^är sein oder 
im Grenzfalle in eines sich vereinigen können. 

Daß mit dem Auftreten von drei Doppelelementen die 
projektive Beziehung überhaupt in eine identische über- 
geht, zeigt unter der Vorauaset^iing lauter reeller Elemente 
folgende Überlegung; 

Betrachten wir etwa zwei Punktreihen auf dem gleichen 
Ti^ger. Zwei der Doppelpunltte seien als Fundamentalpunkte 
Äi und A^ gewählt. Die Gleichungen (1), welche diese 
Projektivität darstellen, müssen dann die Eigenschaft zeigen, 
daß für Wx = auch x[ = und ebenso für a^ = auch 
a^'^0; sie können demnach bloß von der Form sein: 
(5) Qx(= anXi Qxi = a^iX^ 

Verlegen wir weiter in den dritten Doppelpunkt den Ein- 
heitspunkt (1, 1) so muß auch noch 



sein, und die Gleichungen (5) können durch die Gleichung (3) 
ersetzt werden, d, h. jeder Punkt deckt sich mit dem ent- 
sprechenden, also folgt: 

Wenn in einem projektiv auf sieh selbst be- 
zogenen Grundgebilde erster Stufe drei Elemente 
mit ihren entsprechenden zusammenfallen, so hat 
jedes Element diese Eigenschaft, und die pro- 
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§ 9. Die Doppelelemente. 81 

jektive Beziehung gellt in eine Identität über 
(Fundanientalaatz der neueren Geometrie), 
Endlick laeseu eich auch aus der Parameterdaratellung (2) 
die Doppelelemente ableiten. Denn da für dieselben l = X', 
so entsprechen sie den beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichimg: 
(6) aX^ + {h + c)X + d^O 

Die Invariante einer binären Projoktivität. 

51. In welcher Weise sich in einer projektiven Be- 
ziehung auf dem gleichen Träger jedes Paar entsprechender 
Elemente zu den Doppolelementen gruppiert, wird durch 
folgenden Satz klargestellt: 

li^end eiu Paar entsprechender Elemente imd 
die beiden Doppelelemente einer projektiven Be- 
ziehung auf dem gleichen Träger bilden ein kon- 
stantes Doppelverhältnis. 

Dieser Satz gilt in jedem Falle, die Doppelelemente 
mögen reell oder imaginär sein. Um ihn auch ganz all- 
gemein, d.h. ohne Rücksicht auf die Egalität der Doppel- 
elemente, zu beweisen, nehmen wir an, die projektive Be- 
ziehung wäre me in 44. durch eine biiineare Gleichung in 
den nicht homogenen Koordinaten von der Form (5) dar- 
gestellt. Geben wir dem f den beliebten "Wert X, so wird: 

,, _ hX + ä 

^ aX + c 

Die quadratische Gleichung, deren Wurzeln X und — {hX-\->I) 
: {al -\- g) sind, ist aber dann; 

[aX + c)^^ — {X {aX + c) — {bX + äj)S — XibX + ä) = 

Die Doppelelemente der projektiven 
sind gegeben durch: 



Das Doppelverhältnis, welches diese beiden Elementen- 
paare bilden, zu berechnen gestattet uns die Formel (10) 
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82 IV. Die projektive Beziehung auf dem gleiclieii Träger. 

von 13. Für die hierbei auftretenden Größen !),„ Db, T^ab 
fioden wir durch eine leichte llechnimg: 



In dem Ausdruclce D für das Doppcli-erhältnis der beiden 
Element^npaare fällt dann aber der die Größe l enthaltende 

Faktor — ^^ 4> ganz hinaus, und es wird: 



h — e + -fib + c)^— iad 

Damit ist der Beweis des in Frage stehenden Satzes 
erbracht. Diese für die Projektivität charakteristische In- 
variante j hat folglich einen reellen oder imagmären Wert, 
je nachdem die Doppelelemente der projektiven Beziehung 
reell oder imaginär sind. Fallen dieselben zusammen, so 
wird j = 1- 

Ist die Projektivität durch die Gleichui^en (5) von 50. 
gegeben, so wird nach 6. für irgend ein Paar entsprechender 
Punkte P, F' mit den Koordinaten Xi, xf: 

(AASi")"! (AA-EP') = g 

imd es ergibt sich für die Invariante; 

(A.A.MI') " (^>^"-^-' >-,^,-' 

Endlich gewinnen wir für die Parameter dars teil ung 
einer Projektivität durch Einführung der Doppelelemente — 
diese wieder als reell vorausgesetzt — folgende Ver- 
einfachung; Sind 

Hij; =0 n^= 
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§ 10. Die EooriiiuatentraEaforiEatioii. S3 

die Gleicliimgen der Doppelelemente, so wird zwiseiieii den 
Parametern in den Gleichungen 

W?s Xtis: = (I 

zur Begründung einer Projektivität eine bilineare Gleichung 
bestehen, die aber von der Form sein muß: 



damit die Doppelelemente sieh selbst entsprechen, 
anderen Schreibweise: 



gibt dieselbe abermals einen Beweis für die invariante Natur 
des Doppelverhältniases D. 

Bemerkung: Verbinden wir die üneare Substitution (6'') 
von 44. mit einer weiteren 

so erhalten wir aus beiden Gleichungen 

oder 

„_ i"S + d" 

Dies ist aber wiederum eine lineare Substitution der gleichen 
Art Es liefciTi demnach irgend zwei projektive Transfor- 
mationen nacheinander angewandt abermals eine projektive 
Transformation, eine Tatsache, die man in folgender Weise 
zum Ausdruck bringt: die projektiven Transformationen auf 
einem Grundgebilde erster Stufe bilden eine „Gruppe". 

§ 10. I>le Koordinaten-Transfoi'matiou. 

Übergang von einem Koordinatensystem zu 

einem anderen. 
52. Die bisherigen Betrachtungen haben gezeigt, daß 
eine lineare Substitution geometrisch gedeutet eine Pro- 
jektivität vei'mittelt. 
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84 IV, Die projektive Beziehung auf dem gleiolien Träger, 

Die andere in 1, bereits erwähnte Fragestellung ist 
folgende: Wir haben auf einem Grundgebilde erster Stufe 
zwei Koordinatensysteme. Irgend ein Element des Grund- 
gebildea wird dann in bezug auf das erste Koordinaten- 
system die Koordinaten (xj^, x^) haben, dagegen in bezug 
auf das zweite Koordinatensystem durch die Koordinaten 
[sei, cCi) bestimmt sein. Zu jedem Wertepaar (a^, x^) ge- 
hört also ein Wertepaar (a;/, x^) und umgekehrt. Gesucht 
wird der Zusammenhang zwischen diesen Koordinaten des 
gleichen Elementes in bezug auf zwei verschiedene Ko- 
ordinatensysteme. 

Es seien — etwa in einer Pmiktreihe — A^, A^,E und 
A(, Ai, E' die beiden Koordinatensysteme. Die Punkte 
Ai, Ai, E' mögen in bezug auf das erste Koordiuatensystem 
durch ihre Koordiaaten ((%, a^), (61, \), (%, e^) festgelegt, 
sein. Es ist also: 

(AiA,EE')-^~t 

Der beliebige Punkt P hat in bezug auf das neue Ko- 
ordinatensystem die Koordinaten ix(, x[), und es ist: 

(AiÄiE'P)-^,-^- 

Andererseits finden wir für dieses Doppel Verhältnis nach 

Formel (2) von 9,: 

xi {ae) {ax) a^e^ — ß^e^ OjX^ — o^Xq 
Xi (b e) ' (b x) \ e^ — S^ e^ * l^ a^^ — \ x^ 

50 daß auch: 

, a^x^ — a^x^ % «j 

QXi ^ '^ •y—-rX-i 7"^T Xn 

(jj «.«i — «,«! (««) (ae) 

, _ \Xi — \X^ &3 \ 
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§ 10, Die Eoordinatentransformation. S5 

Diese Gleichungen geben den gewünaehten Zusammen- 
hang zwischen den beiden projektiven Maßbestimmmigen. 
Man nennt sie die „Transfonnationsformeln der Koordinaten" 
und die ganze Umformung eine „Koordinatentransformation", 
Formal betrachtet stellen die Gleichungen (1) aber auch 
eine lineare Substitution vor, nur sind die Koeffizienten 
besonderer Art. In nicht homogenen Koordinaten tritt 
ebenso wie früher an Stelle der Gleichungen (1) die einzige 
Gleichung : 

,„, „_ (a-.) (/!-;) __ /) (»-.)-(»-.); 

'-'' (/i -.)(«-{) a(/l-,)-(/J-,)t 

wonach ^ eine hnear gebiochene Funktion von ^. Die 
Gleichungen welche m entspicchcnder Weise a^, x^ bezw. ^ 
liefern kann min entwedei lus (1) durch Auflösung nach 
a-j und 2 finden cdti man sciireibt die analogen Gleichungen 

an, Mobei dann die Konstanten —, = a' u. s. f. vorkommen. 

Statt die^ im einzelnen auszuführen, geben wir noch die 
Spe^ialiRieiungen dei Foimeln |2I für metrische Koordinaten, 



Nehmen wir an, es gehe die Maßbe Stimmung, die sich 
auf A{y Ai, E' bezieht, in die einfitohe Abscissenmessung 
über (7-, Zusatz) mit der Strecke A^E' als Einheitsstrecke, 

so wird --, = x' und 



Dabei muß noch -^ — / -^ gesetzt werden. 
«1 A^E ^ 
Diese Formel gibt den Übergang von einer projektiv 
Maßbestimmmig zu einer metrischen. 
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86 IV, Die projektive Beziehung auf dem gleichen Träger. 

Ist endlich auch die Maiäbestimraimg A^, A^, E eine 
Abscissenmessung, so wird: 

a = oo, ß = a, e = a-fl, ^ — x 
und 

(,4) x'=x + a 

was geometrisch (Fig. 16) ohne weiteres einzusehen ist. 

Die Koordinatentranaforniation, aufgefaßt als 
projeiitive Beziehung. 

53. Die Formeln (1) der Koordinatentransfomiation 
Btellten sich als eine lineare Substitution dar; jede eolehe 
Substitution aber Uefert nach dem Früheren eine Pro- 
jektivität. Es muß also möglich sein, auch die Koordinaten- 
transfomiation als eine spezielle, projektive Beziehung auf- 
zufassen. 

In der Tat denken wir nna ein Gnindgebilde erster 
Stufe projektiv auf sieh selbst bezogen, so daß dem Element 
(x^, x^) aas Element («/, xi) entspricht, wobei diese Ko- 
ordinaten sich auf zwei verschiedene Koordinatensysteme 
Äi, A^, JE und Ai, A^, E' beziehen. Machen wir dann 
femer die Annahme, die Projektivität gehe in eine Identi- 
tät über, so fällt jedes Element mit dem ihm entsprechen- 
den zusammen, und die Abhäng^keit, wie sie durch diese 
Projektivität zwischen (xy, x^) und {xi, x^) gegeben wird, 
geht über in den Zusammenhang der Koordinatentraiis- 
formation. Es kann demnach eine Koordinaten- 
transformation als Darstellung einer identischen 
Projektivität in bezug auf zwei verschiedene Ko- 
ordinatensysteme aufgefaßt werden. 

Um dies auch rechnerisch zu verfolgen, seien: 

QXi'=aiiXi -\-a12Xa 

QXi = üiiXi + 032^2 
die Gleichungen der projektiven Beziehung des Grund- 
gebildes. Den Punkten A^ oder x^ = 0, A2 oder x^ = 
und E oder (1, 1) entspi-echen im anderen System der 
Reihe nach die Punkte (A^)' oder (a^^) «^a), (-^a)' oder 
{*[ii ''äi) ^°d (E)' oder (tt^j-l-^g, a^i + a^^)' ^'^ P™- 
jektivität geht nach 50. in eine Identität über, wenn drei 
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§ 10. Die KoordinateDtransfoniiation. 87 

Elemente mit den ihnen entsprechenden zusammenfallen, 
wenn also z. B. im vorliegenden Falle: 

Sind nun die Koordinaten der Punkte Ä^, A^, ^ in bezug auf 
das Koordinatensystem A{, A^, E' bezw. (ß''j ai), lp{, ii)i (cj'j c{)> 
so ist die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafüi", daß die Gleichungen (5) eine identische Projektivitätj 
d. h. eine KoorcÜnatentransformation, vorstellen, durch die 
Erfüllung folgender Gleichungen g^eben: 

%i : ßg^ = &/ : 6/ 

(%! + a^a) : (Oji + fflaa) = e{ : ei 
Aus ihnen können wir die Koeffizienten a^ der Trans- 
formation berechnen. Die beiden ersten Beziehungen liefern: 

ß,' -, i{ 

ß,5 = — ; • a,, und. a.,, '= T-; ■ »ri 

a{ ' o{ 

Führen wir diese beiden "Werte in die Gleichungen 

«ii -f »12 = i' ■ e( 

ein, so ermöglichen diese die Berechnung von %^ und a^^ 
und wir erhalten auf diesem "Wege: 

= (e/a/ — aie{)'bi: {eihl— e[hi)a{: {e(ai — ai'ea')^^' 
; (ea'&i'™ elh{)a{ 
Die Gleichungen der Koordinateutransformation werden 
schließlich: 

Qxl^{eiai~ale[)'bixi -\- (eil{ ~ e[hi)a(x2 
oder kürzer: 

ßa;a'= (ff'e') • &ä'iCt + (e'6') ■ Oa'aJa 
Dies sind nun allertäings nicht die Gleichungen (1), weil 
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88 IV. Die projektive Beziehung auf dem gleichen Trftger. 

hier a]s konstante Koeffizienten auf der rechten Seit« die 
gestrichenen Koordinaten der Punkte A^, A^, E in bezug 
auf A(, Ai, E' stehen. Lösen wir aber die Gleichungen (6) 
nach Xi, x^ auf, so ergibt sich; 

- . . . _ %' , O'' I 

^ '"~ "-'"-' — "'"-'^ (d'c') ' [a' e') ^ 

Q)'e') {l'e') 

Diese Formeln aber sind für die Darstellung der xt durch 
die Xi das genaue Gegenbild der Gleichungen (1). 

§ 11. Die cyklische Projektivität. 

Definition cyklisch-projektiver Gebilde. 

54. Es sei gegeben ein projektiv auf sich seibat be- 
zogenes Grundgebilde erster Stufe, beispielsweise eine Punkt- 
reihe. Ii^end einem Elemente X^ desselben wird in der 
projektiven Beziehung ein Element X/ entapreohen. Be- 
trachten wir dies Element als zum ersten Gebilde gehörig 
und bezeichnen es dementsprechend mit X^, so werden wir 
ein entsprechendes Element JC{ finden können. Nehmen 
wir das Element X/ wieder als ein Element Xg im ersten 
Gebilde, so liefert uns die projektive Beziehung dazu ein 
entsprechendes Element X/ u. s. f. Im allgemeinen, d. h. bei 
einer beliebigen projektiven Beziehung, wird sich dieser 
Prozeß ins Endlose fortsetzen lassen.*) 

Wir stellen nun die Frage, ob es mögHch ist, daß die 
so entstehende Eeihe von Elementen sich nach einer end- 
lichen Zahl von Operationen schließt, daß also eines der 
neu sich ergebenden Elemente mit dem ursprünglich heraus- 

*) Hat die projektive Beziehung reelle Doppelelemerite , so 
.nähert man sich bei unbegrenzter Fortsetzung dieser Eeihe den 
Doppelelemeat«n und zwar dem einen oder anderen, jo nachdem das 
zuerst ausgewählte Element dem einen oder anderen der projektiven 
Gebilda angerechnet wird. Vergl, Steinera Vorlesungen, li. Teil, 
S.Auflage, Jlr. 14 und 15, Seite 506, ferner E, Weyr: „Über die 
Doppelelemeate projektivisoher Gebilde und deren Bedeutung für Kurven 
dritter Ordnung und Klaaee". Sitz.-Ber. der k. böhmisohen Ges. der 
Wiss. Prag 1869, Seite 1. 
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§ 11. Die eyklisohe Projektivität. 89 

gegriffenen zusammenföllt. Wir wollen annehmen, daß wü' 
nach »-maliger Anwendung unserer Transformation zu einem 
Element X^ gekommen seien, das -wir gleichzeitig mit Xi+i 
bezeichnen und daß dieses Element mit X-^ zusammenfalle 
(vergl. Fig. 17, welche dem Falle n = i entspricht). Es 
bilden dann die » T' 



X,, X^, ..., X„ 

einen „Cyklus", der folgende Eigenschaft zeigt: 

Jedem Element Xi, genommen als zum ersten Gebilde 
gehörig, entspricht das rechte von ihm stehende Element 
X_|-i; dem gleichen Element X,- entspricht das links voraus- 
gehende Element Xi_i, wenn man Xf als zum zweiten 
Gebilde gehörig beti'achtet. An Xi schließt sich wieder X^ 
an, womit der Name Cyldus gerechtfertigt wird. 

Um mm aber zu beweisen, daß ein solcher Cyklus 
■wirklich auftreten kann, erinnern wir uns an die Eigenschaft 



projektiver Grundgebilde auf dem gleichen Träger, daß je 
zwei entsprechende Elemente X^ und Xi mit den beiden 
Doppelelementen — dieselben mögen reell oder imaginär 
sein — das gleiche Doppelverhältnis j bilden. Sind dann 
ii, fj, ■ ■ ■, Ih> i«+i die Parameter der Punkte Z;, X^, ..., 
X„f X„+i , wahrend /r^ und fi.^ die, eventueU auch imagi- 
nären, Koordinaten der Doppelelemente bedeuten, so gelten 
zunächst ganz allgemein folgende Beziehungen; 

ft — f 1 . ft — ^3 _ ■ 

fh — h " /*2 — ^2 

ft ~h . 1^1 — f 3 _ ■ 

f^i — li " /*ä — fs 



^1 — j^ti- 1 . i-h — gl. 

^2 — ^»--1 ' t^i — in 

f^l i« . /*! Ih+1 

l^-l — S,i ' fi2 ~ h + 1 
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90 IV^- I^JB projektive Beziehung auf dem gleichen Träger. 
Multiplizieren wir alle diese Gleichungeo, so ei^bt sieh: 
/^i — gl . /^ ^J^+1 _ ,-.. 

fii — h ' fii — hi + l 

Links steht liier das Doppelverhältms, welches die Elemente 
Xi und X„ + i mit den Doppelelementeu bilden. Soll nmi 
Xa + i^Xi sein, also |„+i = li, so wird die Bedingung dafür: 

j" = 1 oder / = yT 
Es muß mithin die Invaiiante j einen der n "Werte von 
yi haben. Den AVert j= -\- 1 müssen wir von vornherein 
ausschließen. Denn bei dieser Annahme fallen die Doppel- 
punkte zusammen (51.) und die ganze Betrachtung verliert 
ihre Gültigkeit. 

55. Demnach sind folgende zwei wesentlich verschiedene 
Fälle zu unterscheiden: 

Erstens kann «= 2 und folglich /= — 1 sein. Die 
Doppelelemente sind reell oder imaginär (13,) und trennen 
jedes Paar entsprechender Elemente harmomach. Dies liefert 
den Fall der sogenannten „Involution", den wir später aus- 
führlich behandeln werden. 

Zweitens sei w>2, dann ist die Konstante y stets 
imaginär, da fl mit Ausnahme des unzulässigen Wertes 1 
lauter imaginäre Weite hat. Demzufolge sind dann auüh 
die Doppelelemente einer solchen Projektivität immer imaginär. 
Da es ferner bloß auf den Wert der. Konstanten j ankommt, 
so folgt sofort: 

Wenn in einer projektiven Besdehung auf dem gleichen 
Träger ein Cyklus von Elementen vorhanden ist, so sind 
unendlich viele solche Cyklen vorhanden, und von jedem 
Element aasgehend erhält man einen Cyldus. 

Die ganze Projektivität zerfallt folglieh in lauter 
Gruppen von je « Elementen derart, daß jedes Element nur 
zu einer Gruppe gehört. 

Projektive Beziehungen dieser Art hat Clebacli*) 
„cyklische" genannte 

*) Borctaras Journal, Bd. G8, 1868, Seite 167; auch Steinar 
hat sich mit dieser Sache beschäftigt, vergl. Steiners Vorleaungen, 
II, Teil, 3, Auflage, Seite 69 und 606; weitere Untersuchungen 
knüpfte daran Lüroti: Math. Annalen, Bd, 11, 1877, Seite 84, uud 
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§ 11. Die cyklisclie Frojektivitat. 91 

Aus einer cyklisehen Projektivitüt lassen sieh unzäfaligc 
andere ableiten. Der Cyklus X^X^X^ ...X„ gibt zunächst 
Anlaß zu folgenden Prqjebtivitäten : 

X, Xg . . . Xa /\ X2 X^ . . . X^ /y Xj X4 . . . X^ n. s. f. 
wobei 

X„ + ^ = X„ X. + a-\ u s 1 

iudem Vielfache von n in den Indicca unteidiucl t weiden 
(Dielndices wei-den nach dem Modul n loduiLcrt) Ist v 
eine positive, ganze Zahl, so eigeben sich folgende pio 
jektive Eeiheü: 

Xj Xg . . . X,i A X] ^ ^ X2 _|_ „ ... Xy 
ÄXi+,.X,+,„...X,.. 

/^ Xi + g^Xa + g, . . . X3,, 



Die )'-malige Anwendung der Transibrmation führt mithin 
den Punkt X, in folgende Lagen über: 



Machen wir die weitere Aimaimae, daß v relativ prim zu n, 
m wird nach dem oben Bemerkten: 
Xi+,„ = Xi 
also bilden die n Elemente: 

Xif X^^r 1 Xi + 3^, . . . , Xi^_(,i_i)v 

einen Cyklus. 

Haben n und v einen gemeinschaftlicheti Teiler t in 
der "Weise, daß 

n = in' 

so erhalten wir: 



Chr. Wiener; „Leirbnch der darstellendan Geometrie", J. Bd., 
Kr. 448, 1884, eowie H.Wiener: „Rein geometrische Tkeorie der 
DaratelluBg binärer Formen durch Punktgruppec auf der Geraden", 
Halle a.S., 1885, 
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92 IV. Die projektive Beziehung auf dorn gleichen Tri^er. 



1 -i- n'v = 1 +nv' 
folglich : 

1 + n'r = 1 (mod. n) 
also bereits: 

In diesem Falle bestellt dei- neue Cyklus aus n' ^ - 
Elementen imd jeder Cyklus von n Elementen der ursprüng- 
licben Projektivität liefert t solche neue Cyklen. 

Ein Beispiel für oykliseh-projektive Pnnktreihen: 

56. Um eiQ einfaches Beispiel cyklisch - projektiver 
Pmiktreihen zu erwähnen, wollen wir drei beliebig gegebene 
Punkte A, J3, gleichzeitig mit C, Ä', B' bezeichnen 



(Fig. 18) und die projektive Beziehimg betrachten, welche 
A, B, C in A', B', C überführt. In dieser bilden dann 
aber ABC offenbar einen Cykhis, und zwar ist n — d. 
Die erhaltene Projektivität ist mithin eine cyklische. Die 
Eechnimg zeigt dies in folgender Weise. Den Punkten 
A, B, C ordnen wir etwa die Parameter ^ = 0, ^g = cx5, 
^=1 zu. Ihnen entsprechen bezw. die Parameter Xi = oo, 
X{= 1, ^g'= und für die bilineare Gleichung dieser 
Projektivität 

aXX'-\'hl^cr-\-ä = Q 

erhalten wir daraus die Bedingungen: 

c = 0, l = a, d^h 

Ea wird folglich die gesuchte Gleichung 
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Für die imaginären Doppelpunkte ergibt sich: 

Die Konstante / nimmt den "Wert an: 

. — 1 — » v'ä 

^ = „____ 

Dies ist in der Tat ein Wert von fl. 

Von dieser cyklischen Projektivität läßt sich noch 
ein zweiter Cyklus unmittelbar angeben. Konstruieren wir 
die Punkte Ä^, B^^, C^ derart, daß A^ zu B und C be- 
züglich A harmonisch liegt u. s. £, so daß also: 

{ABCC^) = — 1 

{BOAÄj). 1 

(CABB^) = — 1 

so ist Ai, Bi, Ci dieser zweite Cyklus. 

Für die Punkte A^, B^, C\ findet man nämUch ohne 
weiteres die Parameter: 



Die bilineare Gleichung der Projektivität, welche die Punkte 
J-i, Bi, Ci cyklisch in sich überführt, wird dann: 

Ar — ,i-f 1 = 
Setzen wir 

so nimmt sie die Form 

//,«'+/(+ 1 =0 

an, woraus sie als identisch mit der ersten Projektivität zu 
erkennen ist. 

Man findet femer durch eiue einfache Rechnung, daß 
anch umgekehrt das Punkttripel ABC zum Tripel Äj^B^ C^ 
die gleiche Lagenbeziehung einnimmt, daß also: 

(A, JJi C, C) = — 1 
[B^ CiAJ.)-— 1 
{C^AiB,B) = —l 
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Damit ist der Sat^; be^viesen; 

Drei beliebige Punkte A, B, C und das zu ibnen 

harmoniscb gelegene Tripel j.^, J?,, C^ werden duich 

die gleiche cyküsche Projoktivität in sich selbst 

transformiert. 

In eleganterer Weise behandelt man diesen schon von 

Staudt bekannten Satz in der Theorie der binären Formen, 

indem man die drei gegebenen Punkte durch eine kubische 

binäre Form darstellt.*) 

Cyliach-projektive Strahlenbüscheh 
57. Um eine Projektivität im Strahlenbüschel zu be- 



reehtwinkligca Koordinatensystem zu Grunde und zählen die 
Winkel von der positiven X-Achse gegen die positive T"-Achse. 
Irgend zwei Gerade durch den Koordiaatenanfang sind dann 
gegeben durch: 

(1) y = 'kx */ = liiX 
Eine biiineare Gleichung 

(2) aiÄ,+6'e + c^i+'?=0 

wird ganz allgemein eine projektive Beziehung des Strahlen- 
büsehäs vermitteln. Die Doppelstrahlen derselben ent- 
spreehcn der Gleichung: 

(3) ali^ + ih -\- c)h ^ d = 

Setzen wir nun insbesondere voraus, daß die Doppelstrahlen 
identisch seien mit den Linien, die vom Koordmatenanfang 
nach den imaginären, unendlich fernen Kreispunkten laufen 
und die durch 

x^ + y^ = (i oder 1 -|- It^ = 

gegeben sind. Dann muB man haben 

a^ d und & + c = 



*) V. Staudt: „Geometrie der Lage." NürDberg 1847, Seite 121 
und „Beiträge zur Geometrie der Lage." Nürnberg 1857, Seite 157. ^ 
Olebscli; „Theorie der binären algebraischen Formen." Leipzig 1872, 
Seite 131. — Olebseh-Lindemann: „Yorieaungen über Geometrie." 
1. Bd. Seite S25. 
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§li. Die cyklische Projektivität. 95 

SO daß für diese Projektivität die Relation besteht 

(4) ahh^ + lh — hh^^ a = Q. 

Andererseits gelangt man zu einer solciien Projektivität 
auch, indem man einen Strahlenbüschel um einen Winkel b 
drekt. Denn bilden die Greaden (1) den Winkel d, so ist ja 

oder 

(5) tgd • hl^-~k + k^ + tgd '^ 

und (4) nimmt diese Form an, wenn man setzt: 

58. Soll die mehrfache Wiederholung einer solchen 
Drehung zu einer cyklisclien Projektivität führen, so muß 
ein Strahl nach einer gewissen Anzahl von Drehungen in 
zurückkehren, d, h. man muß haben 



wo h und n po-bitive, ganze Zalilcn. Ist li eine ungerade 
Zahl, so ]«hrt der Strahl nach 2 ^Drehungen, bei geradem 7t 
aber nach n Drehungen in seine ursprüngliche Stellung zu- 
rück. Die Invariante j für die durch Gleichung (5) ver- 
mittelte Projektivität wird aber nacli 51. Gleiehimg (7) 

. 1 + i-tgd 



oder auch 

(6) j = cos 2 (5 + ^ • sin 2 <5 

Für eine cyklische Projektivität muß aber j eine der imagi- 
nären Wurzeln von / 1 sein; bekanntlich ist nun 

„_ 2Ä5t . . 2hjt 

-fl = cos \. iBin 

' ■ n n 

wobei die ganze, positive Zahl h die Werte 0, 1, 2, ..., 
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n — 1 annimmt. Durch Vevgleiehmig mit dem obigea Aus- 
druck (6) finden wir, wie schon direkt bewiesen 



Die Aufgabe, die cykhschen Projektivitäten im Strahlcn- 
büBchel zu bestimmen, deren Doppelstrahlen die Linien nach 
den imaginären Kreispnnkten sind, fällt also mit der anderen 
Kusammen, den Kreis in eine Anzahl gleicher Teile zu teilen 
und diese wird durch die Wurzeln der binomischen Gleichung 

.s"— 1 = 
gelöst. 

% 12. Die inTOlntoriscte Bezielmng. 

Die Paranieterdarstellung der Involution. 

59. Es erübrigt noch, den einfachsten Fall der cyklischen 
Projektivität zu erledigen, der gegeben war, wenn jeder Cyklus 
bloß aus zwei Elementen bestand, so daß also bereits das 



Element X'^ oder Xg mit Xi zusammenfällt. (F^. 19.) Das 

kann man auch so ausdrücken; 

Dem einen Element des Cyklua entspricht immer 
das andere Element des Cyklus, man mag das erste 
Element als zu dem einen oder andern der projek- 
tiven GrebUde gehörig auffassen. Gleichzeitig folgt 
aus der frühem Betrachtung, daß dieses „doppelte 
Enteprechen" durchgängig d. h. für jedes Element 
eintritt, wenn es einmal stattfindet. 
Auch daraus können wir die Bedingung dafür ableiten, 

daß die Projektivität: 

(1) aXl'+bX + cX'+d^Q 

diese Eigenschaft besitzt. Einem Element l^ nämlich ent- 
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euQ man es als zu dem einen oder andern Ge- 
bilde gehör^ betrachtet, die beiden Elemente: 

cX„ + d , iL-\-d 
^— rr bezw. — — — , — 

aAg + o «/Iq + c 

Sollen diese beiden Elemente identisch sein, so ist 
cX^ + d hX^ + d 

oder 

[c — b] [aXl + {h + c)io + d]=-0 

Der zweite Faktor versehwindet für die Doppel demente der 
projektiven Beziehung, die selbstverständlich die genannte 
Bedingung erfüllen. Soll für ein anderes Element das Doppelt- 
Entsprechen eintreten, so muß 

(2) c~h = 

sein und die Bedingung ist darm durchweg erfüllt. Die 
Oleichung (1) nimmt ini'olgedessen die Form an 

(3) air+h{X + l') + d=0 

Sie ist dadurch ausgezeichnet, daß aie sieh in bezug auf 
iund-l' symmetrisch verhält. Es versteht sich von selbst, 
daß auch die analoge Gleichung in den Koordinaten i und |' 
unter dieser Voraussetzung die gleiche Veränderimg erleidet. 
Man nennt diese spezielle projektive Beziehung eine invo- 
lutorische oder eine „Involution". Die Projekt! vität zer- 
fällt in lauter Elementenpaare. Jedem Element des Gebildes 
entspricht ein und nur ein zweites Element. 

Auch hier treten wieder Doppelelemente auf, die gegeben 
werden durch die Gleichung: 

aX^+2bk + d = 

Sie können wie früher reell oder imaginär sein oder im Grenz- 
falle in eines sieh vereinigen. Die Invariante j nimmt wegen (2) 
den Wert — 1 an. Dies besagt: 

Jedes Elementenpaar einer Involution liegt harmonisch 
zu den Doppelelementen, 

Vereinigen sich bei einer Involution die beiden Doppel- 
elemente in eines, so fällt von jedem Paar ein Element 
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98 IV. Die projektive Beziehung auf dem gleicteu Träger. 

ebenfalls in dios Doppelelement hinein. Es entspricht also 
jedem Element des Trägers dies eine Doppelelement. 

Um z. B, eine Involution im Strahlenbiischel z« erhalten, 
genügt es, -wenn in der Gleichung (2) von 57. die Koeffizienten 
die Bedingung erfüllen 

&— c=0 

Soll diese involutorische Projektivitäfc überdies noch die 
nach den imaginären Kreispunkten gehenden Geraden zu 
Doppelstrahlen haben, so muß nach 57. auch 

i + e= 
sein; folglich hat man 

und die Gleichung einer solchen Involution wird 

Dann steht jeder Strahl auf dem ihm entsprechenden senk- 
recht; wir Laben eine sog, Rechtwinkel-Involution erhalten. 
Diese g^bt gleichzeitig den einfachsten Fall einer cykli sehen 
Projekt! vität, indem n==2, j = — 1 wird (58.). 



Bestimmung einer Involution. 

60. Die bilineare Gleichung (3) der Involution enthält 
drei homogene, also zwei wesentliche Konstante. In einem 
Grun(^ebilde erster Stufe gibt es folglich oo^ Involutionen, 

Zur Bestimmung einer involutorischen Beziehung genügt 
es, wenn zwei Paare von Elementen gegeben sind, deren 
Parameter etwa Ai,ki und Xi,Xi seien. Denn dann müssen 
die Gleichungen erfüllt sein; 






(4) 

Daraus bestimmen sich die Verhältnisse der a,b,c. Direkt 
können wir die Gleichung der Involution in Determinanten- 
form anschreiben, indem wir aus den Gleichungen (3) und (4) 
die a, 6, c, eliminieren. Das Eesidtat ist: 

'IX' ). +1' Ij 

Wr, Äi + Af i| = o 

%li Aa + Z,' 1| 
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Fül.' die a, b, c finden wii' daraus die Werte: 

c= ^1 Xi{Xi + Xi) — Xi X',{X, + Xi) 

Es hat sicii also ei^eben: 

Eine Involution ist durch zwei Paare von Ele- 
menten bestimmt. 
Drei Elementen paare müssen einer Bedingung genügen, 
wenn sie einer Involution angehören sollen. Wir behandeln 
diese Prs^e in der Form der folgenden 
" ibe: Gegeben sind drei Eiemec 



(ffl a^i + 2 dl Xy iCa + (f^ a^a = 

(5) to *i + 3 hl Xi a:^ + 6a ^2 =^ 
Co 3:f + 2 Ci 3^1 3;g + Ca i^l = 

Welche Bedingung wird erfüllt sein müssen, wenn diese einer 
Livolution angehören sollen? 

Es muß dann ein reelles oder imaginäres Elementeu- 
paar, die Doppelelemente der Involution, esistieren 

(6) (?o iCi + 2 (?i iEi iCa + <?a *a = 

d^ KU jedem der drei gegebenen Elementenpaai'e harmonisch 
liegt. Also müssen nach 12. Formel (8) die Gleichungen 
bestehen: 

Cd (^ — 2 Cj (i[ -\- Cg dj = 
Daraus folgt: 

jßg «1 aJ 

(7) K \ 6J = 

als die gesuchte, notwendige und hinreichende Bedingung. 

Die Büseheldarstellung der Involution. 
61. Sind die Doppelelemente einer Involution 

MTa = imd Wj, = 

und ist ein Element der Involution gegeben durch 
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SO miiß das entsprechende Element im Verein mit dem 
ersten die Doppelelemente harmonisch trennen (59.), also die 
Gleichung haben 

Die beiden Elemente zusammen werden dann repräsentiert 
durch die quadratische Gleichung: 

{m^Y — AS (ni.}3 = 

Eür jeden Wert von X liefert diese Gleichung ein Elementen- 
paar der Involution, 

Daran knüpft sich eine zweite Darstellung der Involution. 
Sind nämlich ganz allgemein zwei Paare von Elementen eines 
Grundgebildes erster Stufe gegeben: 

al = aexl + 2aiXiX-2 +0^x1 = 
^ ^ hl^htjxl + 'i'biXLXi +h2xl — (i 

und bilden wir die liaeare Zusammensetzung 

(9) al + A6' = K + Jiho)x\ + 2(<ti + AöO^^i^a 

+ (Oa + A&a)4 = 
wobei l irgend ein Zahlenfaktor, so stellt diese Gleichung 
iiir jeden Wert von X ein Elementenpaar dar. Die Werte 
;i = und >l = ^ liefern die zwei gegebenen Paare (8). Ent- 
sprechend den co' Werten von X erhalten wir demnach oo'- 
Elementen paare und es soll jetzt gezeigt werdeo, daß diese 
eine Involution bilden. Dies ist bewiesen, wenn alle diese 
Elementenpaare ein und dasselbe reelle oder imaginäre Ele- 
mentenpaar, die Doppelelemente, harmonisch trennen. Nehmen 
wir an, die Gleichung dieses zu suchenden Elementenpaares 
wäre: 

do «1 + 2 dl Xi Xi + (^a a^s = 

so muß dasselbe auch zu den Paaren (8) je harmonisch 
liegen. Wir haben also nach 12. 

ättOi — 2 (?i «1 + da «0 ~ 

Daraus berechnen wir die Werte: 
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Das dadurch bestimmte Elementeiipaar; 
(10) («lirt — «o&i)^i + i(hio — (kh)^i^i 

liegt dann aber auch harmonisch zu jedem durch (9) dar- 
gestellten Elementenpaar. Denn es ist für jeden Wert von X 

(c(2 + A ia) c^o — 2 (% + <! &i) «^ + K + -1 ^ö) (^2 = 

Folglich stellt die Gleichung (9) in der Tat eine Involution 
dar, deren (reelle oder imaginäre) Doppelelemente durch die 
Gleichung (10) gegeben sind. 

Die gegebenen Paare (8), aus denen wir die Involution 
zusammensetzen, spielen in der Involution lieine besondere 
Rolle. Irgend zwei andere Paare: 

pl = ''^ + ■*! ^^ = 

können an ihre Stelle treten imd ein beliebiges Elementen- 
paar der luvolution läßt sich auch als lineare Kombination 
von p^ und 2^ darstellen, so daß 

ffla -|- A Öj, ^ vpt + QQx 

Der Beweis dafür ist bereits in 10. erbracht. Denn die 
dort durchgeführte Betrachtung war ja ganz unabhängig von 
der speziellen Natur der Ausdrücke a^. 

Die Bedingung (7) ferner sagt, wie eine leichte Be- 
trachtung zeigt, auch nichts anderes aus, als daß zwischen 
den Ausdrücken al, bl, ^ ein linearer Zusammenhang besteht. 

Schreibt man die Ausdrücke %, &a, . . . u. s. f. in ternären 
Koordinaten, so stellt die Gleichung (9) ein Büschel von 
Kegelschnitten vor. Im Anschluß daran mag auch im 
binären Gebiet diese Gleichung als die „Büscheldarstellung" 
einer Involution bezeichnet werden, 

62. Jedes der Doppelelemente einer Involution ist 
als ein Paar von Elementen aufzufassen, die sich vereinigt 
haben. In der Tat bilden ja die Doppelelemente die Über- 
gai^form zwischen den reellen und imaginären Elementen- 



y Google 



102 IV. Die projektive Beziehung auf dem gleichen Trage 



paaren der Involution. Die elliptische Involution, welche ima- 
ginäre Doppelelemente besitzt, hat infolge dessen auch nur 
reelle Elementenpaare. 

Die Gleichimg (9) muß daher auch die Doppelelemente 
selbst liefern und zwar für die Werte des Parameters X, 
zu denen ehi Elementenpaar gehört, dessen Elemente sich 
in eioes vereinigen. Nun ibt aber aus (9) 

^ % + ^ ^ü 

Genügt mithin ^ der Gleichung; 
(11) K + 'l&i)ä — {ao + 'tiö)K + A&ä) = 

so vereinigt sich das Elementenpaar in das eine Element 

Daraus berechnet sich umgekehrt: 

i + «1 ^a 



(13) i- — j j-^ 

Fähren wir diesen Wert in (11) ein, so erhalten vnr die 
Gleichung der Doppelelemente. Die Gleichung (11) schreiben 
wir vorher in der Form 

(14) Di,X^—Dab-l + I>„^0 

wo Da, Bi,, Dab die iu 12. und 13. definierten Größen. 

Sie geht nach Ausführung der Substitution (13) über in 

Di («0 Xi + eil ^^y + -ö"! K ^1 + % ^2) {h^ + h ^2) 

+ Da (&o% + *i 3^2)^=0 
Eeehnet man die Koeffizienten aus, so ei^ibt sich nach Unter- 
druckung des gemeinsamen Faktors 
Oibi, — ■ »0 h, 
die Gleichung (10) der Doppelelemente. 

Endlich können wir aus der Gleichung (14) noch folgern: 
Smd 

Da = und Dft = 
stellen also die Gleichungen (8) je ein einziges Element dai', 
so sind dies natürlich gleichzeitig die Doppelelemente der 
Involution (9). 
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Hat man 

Da>0 A>0 -D«i,= 

so trennen sich die beiden reellen Elemeiitenpaare (8) hai'- 
monisch (13.). Es wird: 

die DoppeIeJemente der Involution (9) sind imaginär. An- 
dererseits zeigt man leicht, daß man bei der Darstellung 
ehier elliptischenlnvolution, unbeschadet der Allgemeinheit, 
von zwei harmonisch getrennten Elementenpaaren (8) aus- 
gehen kann. 

Verallgemeinerung für einen beliebigen, rationalen 
Träger. 

63. Die bisherigen Betrachtungen über die projektive 
und involutorische Beziehung galten für die drei Gnuid- 
gebilde erster Stufe. Die Grundlagen derselben bildeten die 
beiden folgenden Sätze: 

Fürs erste ließen sieh die Elemente eines Grundgebildes 
erster Stufe eindeutig den Werten eines Pai'ameters zuordnen, 
90 daß jedem Element ein "Wert des Parameters und um- 
gekehrt jedem Wert des Parameters ein emziges Element 
entsprach. 

Zweitens konnten wir das Doppel Verhältnis von vier 
Elementen eines Grundgebildes erster Stufe darstellen bloß 
durch die den Elementen entsprechenden Parameter und der 
sich ergebende Ausdruck erwies sich als invariant gegenüber 
linearen Transformationen dieser Parameter. 

Die zuerst erwähnte Eigenschaft kommt aber nicht bloß 
den Grundgebilden erster Stufe zu, sondern noch unzähligen 
anderen Gebilden der Geometrie. Man nennt jedes Gebilde, 
dessen Elemente sich in der angegebenen Weise zu einem 
Piß'ameter in eine wechselseitig eindeutige Beziehung bringen 
lassen, ein „einförmiges" oder „unicursales". Dies kann man 
auch wie folgt ausdrücken: Die Elemente eines unicur- 
salen Gebildes müssen den Elementen eines Grund- 
gebildes erster Stufe in wechselseitig eindeutiger 
Weise zugeordnet werden können durch eine bili- 
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neare Gleichung, die also vom ersten Grade ist in 
bezug auf die beiden Parameter, weiche die Ele- 
mente der beiden Gebilde bezw, bestimmen. 

Ist das einförmige Gebilde eine Kurve oder Fläche, so 
heißt es auch ,^ational". So z. B. ist das allgemeinste, ein- 
förmige Punktgebilde im Eaume eine rationale Raumkurve. 
Besitzt eine Raumlairve n"" Ordnung iJ" eine {« — 1)- 
iache Sekante g, welche also mit der R^n — 1 Punkte ge- 
mein hat, so schneidet jede Ebene des Ebenenbüsehels ff 
noch einen Pmikt aus der R" aus. Eine solche B" ist 
demnach rational. 

Ebenso ist ein Kegelschnitt eine rationale Kurve. Denn 
wählt man in seiner Ebene einen Strahlenbüschel, dessen 
Mittelpunkt auf dem Kegelschnitt liegen möge, so werden 
die Punkte des Kegel sclmittes den Strahlen dieses Büschele 
in der oben definierten Weise eindeutig zugeordnet. 

Einfonnige Gebilde sind femer die Büschel von Eiuren 
oder Mächen, die Elementen paare einer Involution u. s. f. 

Wir sind nun im stände, den Begiiff der projektiven 
"Verwandtschaft auf rationale Kurven überhaupt zu über- 
tragen. Für das Doppcl Verhältnis von vier Pnnkten einer 
solchen Kurve haben wir allerdings nur eine rein formale 
Definition. Ob sich dafür 
eine geometrische Deutung 
gewinnen läßt, bleibt bei je- 
dem Gebilde einer besonderen 
Untersuchung vorbehalten. 
Beispielsweise hat man unter 
dem Doppelverhälfnis von 
vier Punkten eines Kegel- 
schnittes das Doppelverhältnis 
der vier Strahlen zu veratehen, 
durch welche die vier gegebe- 
nen Punkte aus jedem Punkte 
des Kegelschnittes projiziert 
\ werden. 

Pig, 20. 64. Denken wir uns, daß 

die Parameter X und X' zur 
der einzelnen Punkte eines gegebenen Kegel- 
schnittes Ä verwendet werden, so wird die Gleichung (3) 
von 59. eine involutorisohe Beziehung des Kegelschnittes 
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in sieh zum Ausdruck briugen. Wenn dann nach 60. zwei 
Paare von Elementen eine Involution gerade bestimmten, so 
dürfcD wir zur Bestimmung der Involution auf dem Kegel- 
schnitt h zwei Punktpaare Ä,Ai, B,Bi beliebig annehmen 
(Fig. 20). Bringen wir die Verbindungslinie AA^ mit der 
Verbindungslinie BS^ in F zum Schnitt, so schneidet der 
Strahlenbüschel mit P als Mittelpunkt aus dem Kegelschnitt 
eine Involution aus, iu dem jeder Strahl durch P ein Punkt- 
paar dieser Involution liefert. Diese Involution muß aber 
mit der durch die Punktpaare A, Ai , B, B^ bestimmten zu- 
aammenfallen, da durch Kwei Punktpaare bloß eine Involution 
bestimmt ist. Es folgt demnach; 

Jede Involution auf einen Kegelschnitt wird er- 
zeiigt durch einen Strahlenbüschel. 

Liegt der ^Mittelpunkt P dieses Strahlenbüschels außer- 
halb des Kegelschnittes, so hat die Involution zwei Doppel- 
punlcte M,B, nämlich die Berührungspiuikte der von Paus 
an den Kegelschnitt gehenden Tangenten. Die Involution 
heißt in diesem Falle hyperbolisch. Liegt P innerhalb 
des Kegelschnittes, so sind die Doppelpunkte imaginär, die 
Involution ist eine elliptische. Fallt P auf den Kegei- 
schnitt, so tritt der Ubergangsfall der parabolischen In- 
volution ein. 

Im Vei^leich zur Darstellung auf der Geraden liefert 
diese Eepräsentation der Involution nicht nur ein weit an- 
schaulicheres Bild, sondern sie ist auch für die Lösung von 
Aufgaben bequemer und fruchtbarer, wie folgendes Beispiel 
zeigen mag. 

Gegeben sind zwei Involutioneu AA^, ^^n i^d AAj^', 
B Bi auf dem gleichen Träger. Man konstruiere ein ihnen 
gcmcmsames Punktpaar. 

Übertragen wir auch die zweite Involution auf den 
Kegelschnitt, so erhalten wir (Fig. 20) ein Centrum P. Die 
Linie PP sehneidet dann aus dem Kegelschnitt das beiden 
Involutionen gemeinsame Punktpaar JCX^ aus. 
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III. Abschnitt. 

Transformationen in der Ekne. 

V. Kapitel. 

Die projektiYen Transformationen auf Terschiedenen 
Trägern. 

§ 13. Die koUiiiearo itad reziproke Beziehung 
der Orundgebilde zweiter Stufe. 

Kollincare Ebenen. 

65. Wenn für die üntersucliung der Verwandtscliaften 
rationaler, einstufiger Mannigfaltigkeiten die projektive Be- 
ziehung den naturgemäßen Ausgangspunkt bildete, so werden 
wir — - nunmehr zu den Transformationen im temären Ge- 
biet übergehend — zunächst nach einer der Projektivität 
entapreehenden Beziehung der Grundgebilde zweiter Stufe 
fragen. 

Betrachten wir zwei Ebenen e und e', in denen bczw. 
die Fnndamentaiaysteme Ä^, A^, A^, E und A(, A^, Ai, E' 
angenommen seien. Grreifen wir irgend einen Punkt P von e 
heraus, dem die Verhältniskoordinaten X; zugehören, so können 
wir die Koordinaten x/ eines Punktes P' der Ebene e' eben 
diesen drei Zahleuwerten proportional setzen, wodurch ein 
und nur ein Punkt P' in dem zweiten Punktfeld bestimmt 
ist. Auch umgekehrt finden wir auf diese Weise zu jedem 
Punkte von e' einen einzigen in der ersten Ebene, so daß 
also dadurch eine umkehi-bar eindeutige Zuordnui^ der 
Punkte der beiden Ebenen hergestellt ist; 

Es entsprechen sich diejenigen Punkte der beiden 
Ebenen, die in jedem der beiden Koordiuaten- 
systeme zu den gleiclien Verhältnisaahlen gehören. 
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Zwischen den Koordinaten X; nad x,' entspreclieiider 
PKiikte P nnd P' bestehen demnach die Beziehmigeu: 

(1) Xi' : x{ : Xs = Xi : Xi : Xs 
oder auch; 

(2) ea!i'=a;i qx-i = x-i, qxä = Xs, 

Die vier Punkte A^, Ä^, A^y E entsprechen zufolge dieser 
Zuordnung der Reihe nach den Punkten Ä(, Ä{, Ai, E'. 
Es sind ja z. B. die Koordinaten von Ai und Ai bezw. r 

(i, 0,0) imd (|, 0,0) 

Wenn aber ganz allgemein zwei Ebenen Punkt ffir 
Punkt eindeutig aufein aiider bezogen sind, so kann eine 
solche Punkttransformation noch von der verschiedensten 
Art sein. Zur vollständigen Charakterisierung derselben 
ftibi-t erst folgende weitere Überlegung. Läßt man einen 
Punkt P ia der einen Ebene eine Gerade durchlaufen, so 
ei-fiiUen die entsprechenden Punkte P' in der anderen Ebene 
eine gewisse Kurve. Die soeben abgeleitete Pimlrttrans- 
formatiou gehört nun insofern zu den einfachsten, als bei 
ihr einer geradlinigen Bahn eines Punktes in der Ebene e 
wieder eine solche Bahn in der Ebene e' entspricht. In der 
Tat wird irgend eine Gerade der ersten Ebene dargestellt 
durch: 

(3) fi3;i + 4\ 3^2 + ^33:8 = 

wobei wir uns unter den f^ konstante Zsihlenwerte denken. 
Führt man aber aus (2) die Koordinaten der entsprechendeu 
Punkte von e' ein, besteht zwischen ihnen die Gleichung; 

Dies ist aber wiederum die Gleichung emer Geraden der 
Ebene «'. Schreiben wir dieselbe in der Porm: 

(4) i(xl+Hlx(^iixi^O 

so besteht zwischen den Koordinaten f; und f/ entsprechon- 
der Geraden folgender Zusammenhang: 

(5) ^!:H-Bi=ii:i2-h 
oder auch: 

(6) ef/ = fi e6' = t^ QH^h 
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Demuach sind auch solche Gei-ade in den beiden Ebenen 
einander zugewiesen, deren Koordinaten den gleichen Ver- 
hältniszahlen entsprechen. Man erhält also die gleiche 
Transformation, wenn man statt der Punkte die Geraden 
der beiden Ebenen nach dem erwähnten Prinzip einander zu- 
ordnet. 

Die Gleicliung (3) ist nichts anderes als die Bedingung 
dafür, daß ein Punkt X{ auf einer Geraden ii gelegen ist; 
aus ihr folgt (4), d. h,: 

"Wenn in der Transformation (2) ein Punkt auf 

einer Geraden liegt, so liegt der entsprechende 

Punkt auch auf der entsprechenden Geraden. 

In beti'eff der unendlich fernen Punkte einer Ebene 

haben wir den Ausdruck gebraucht, daß sie auf der „im- 

endhch fernen" Geraden der Ebene liegen. Die Gleichung 

derselben für die Ebene s wird (22.): 

a CiCCi + 6 Ca iCä + c 03 iKs = 
Ihr entspricht in s': 

aeiXi +benXi +ces Xg = 

und dies ist im allgemeinen Falle eine im EndHchen ge- 
legene Gerade. Ebenso entspricht der unendlich fernen 
Geraden : 

a'eiiKi'+ h'e-iXi + c'e^Xs = 
von e' die endliche Gerade: 

a'elXi + J'ea'^a + c'e^x^ = 

Die beiden Ebenen heißen kollinear verwandt oder kurz 
„kollinear", die Beziehung selbst nennt man eine „Kol- 
lineation". Diese Bezeichnungen hat Möbius in seinem 
grundlegenden Werke „Der barycen frische Calcul", Leipzig 
1827, zuerst angewendet; sie beziehen sieh auf die charak- 
teristische Eigenschaft einer solchen Transformation, daß 
Punkten, die durch eine gerade Linie verbunden werden 
(= collineantur) wieder die Punkte einer Geraden ent- 
sprechen, Chasles hat später die Ausdrücke „homo- 
graphisch" und „Homographie" benutzt. 

66. Der Zusammenhang dieser koilinearen Beziehung 
mit der Projektivität der Grundgebilde erster Stufe wird 
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nun ohne weiteres dadureli vermittelt, daß entsprechende 
Gerade der Kollineation projektive Punktreihea und ent- 
sprechende Punkte projektive StraUenbüsohel tragen. Für 
die drei Fundamentalpunkte einer jeden Ebene folgt die 
letztere Eigenschaft unmittelbar aus unseren Voraussetzungen. 
Denn es ist z. B. für ii^end zwei entsprechende Punkte P 
imd P': 

{^s^aEiPO = ^ = ^^ = (AiA.iE(Fl) 



Ai{Ä^A,^EP) = A({A^AiE'r) 
Es werden mithin entsprechende Punkte P und P' aus Ai 
und AI oder auch aus A^ und A^ u. s. f. durch ent- 
sprechende Strahlen projiziert, und der Stralilenbüschel A^ 
ist projektiv dem Strahlenbüschel AI. 

Sind aber dann g und g' einander entsprechende Gerade, 
ferner X, Y, Z, T vier Punkte auf g und Z', Y', Z', T' 
ihre entsprechenden auf g', so ist: 
{XYZT) = Ai{KYZT) = A({X'Y'Z'T') = [X'Y'Z'T') 
Die Punktrcilien auf ii^end zwei entsprechenden Geraden 
sind also projektiv. Dies gilt auch füi- die Seiten dei" 
Fundamentaldreiecke, z.B. für die Verbindungslinien A^^A^ 
und Ä(Al. Daraus folgt weiter, daß ii^end zwei ent- 
sprechende Punkte P und P' projektive Strahlenbüschel 
tragen. Denn diese Büschel projizieren z. B. die auf A^ A^ 
und .4 1' ^2' gelegenen projektiven Punktreihen. Die kolliueai« 
Beziehung der beiden ebenen Systeme, also der beiden 
Grundgebilde zweiter Stufe, besteht demnach darin, daß 
alle Elemente, nämlich Punkte und Geraden, in den beiden 
Ebenen einander eindeutig entsprechen und daß femer alle 
diese entsprechenden Elemente projektive Grundgebilde tragen. 
67. Die Tatsache, daß durch die Wahl des Koordinaten- 
systems in jeder Ebene die Kollineation vollständig gegeben 
ist, können wir auch in folgender Form zum Ausdruck bringen: 
Die kolliueare Beziehung zweier ebenen Systeme 
ist bestimmt, wenn man zu vier Punkten oder 
Geraden der einen Ebene die entsprechenden vier 
Punkte oder Geraden der anderen Ebene sich be- 
liebig gibt. 
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Dabei wird natüriieli vorausgesetzt, daß von den vier 
Punkten keine drei in einer Geraden liegen und von den 
vier Geraden lieine drei durcli einen Punkt gehen. Denn 
dann kann man immer ein allgemeines projektives Ko- 
ordinatensystem in die gegebenen Elemente legen und in 
die entsprechenden Elemente der anderen Ebene das zweite 
Koordinatensystem. 

Beachten wir auch die Möglichkeit, daß in einer 
Ebene ungleichartige Elemente, also Punkte und Gerade, 
gegeben vorliegen, so erbalten wir folgende Fälle. Gegeben 
sind in jeder der beiden Ebenen: 

a) drei Punkte und eine Gerade; 

b) drei Gerade und ein Punkt; 

c) zwei Punkte und zwei Gerade. 

Die Fälle a imd b erledigen sieh ohne weitere Schwierig- 
keit. Denn wenn z. B. drei Punkte Ä, S, C und ihre ent- 
sprechenden A', W, C bekannt sind und dazu noch die 
entsprechenden Geraden a und a', so bestimmen die beiden 
Dreiecke ABC und A'B'C ja auch drei Paare ent- 
sprechender Geraden, nämlieh die Verbindungslinien AB 
und A'B' u. s. f., so daß man wieder vier Paare ent- 
sprechender Geraden hat. Im letzten Falle dagegen wird 
durch die gegebenen Elemente keine Kollineation festgelegt. 
Denn sind A, B, a, b die zwei Punkte und die zwei 
Geraden, denen in der zweiten Ebene die Elemente A', B', 
a', h' entapreclien sollen, so schneidet die Verbindungslinie 
AB die Geraden a und b in den Punkten X und Y, denen 
jedenfalls die analogen Schnittpunkte X' und Y' in der 
anderen Ebene entsprechen müssen. Es muß also die Be- 
ziehung gelten: 

{ABXr)^{A'B'X'Y') 

Bei ganz willkürlicher Annahme der genannten Elemente 
wü-d diese Gleichheit der beiden Doppelverhältnisse nicht 
statthaben, so daß keine Kollineation existiert, welche die 
gegebenen Elemente als entsprechende enthalt, 

Ist aber die obige Gleichung erfüllt, so hat man dann 
erst drei Gerade und ihre entsprechenden, nämlich a, h, 
AB und a', b', A'B'; dazu ist die projektive Beziehung 
von AB und A'B' vollständig gegeben. Die Kollineation 
aber ist noch nicht hinreichend bestimmt; man darf vielmehr 
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zu einer vierten (TCiaden d die entsprechende d' beliebig 
annehmen, nur mü'.seii d nad d' durch entsprechende Punkte 
der projektiven Be/iiehung auf AS und A' Ji' gehen. 



Die allgemeine, lineare Substitution. 

68. Die ganze Betrachtung drängt uns nun aber zur 
Beantwortung der Frage, ob die durch die Gleichungen (1) 
oder (2) gegebene Kollineation auch die allgemeinste ein- 
deutige Punkttransformation vorstellt, welche bei gerad- 
liniger Bahn eines Punktes in der einen Ebene den ent- 
sprechenden Punkt in der anderen Ebene wieder eine Gerade 
durchlaufen läBt. Ganz allgemein wird die Transformation: 

ea;(^<p,{xi,X2,Xii), Q3>2 = (p2{xi,a:2,Xi), Qxi'=<pa{xi,Xji,Xa) 

eine beliebige Gerade der Ebene e' 

^ix( + ^!,xi + ^ixi = 
überführen in die Kurve 

fi>i + lk(pi + faVs = 
der Ebene e . Hierbei sind die <pi Funktionen der Va- 
riabein Xi. Soll aber diese Kurve für beliebte Werte 
der Konstanten ti in eine Gerade übergehen, so müssen 
die <pi offenbar lineare Funktionen der Xi sein, wobei 
ein allenfalls auftretender gemeinsamer Faktor unter- 
drückt wurde. Die allgemeinste Transformation, welche Ge- 
radon wieder Gerade entsprechen läßt, wird demnach; 

(7) Qxi = Oi^Xi -|- a%iXi -|- «29^3 

Qx'i = OtiXi + a^^Xi -\- aif.x^ 

Hierbei bedeuten die Xi die Koordinaten eines Punktes P 
in der einen Ebene, die xi die Koordinaten des entsprechen- 
den Punktes P' in der anderen Ebene, die oi,t sind ganz 
beKebige Zahlen. Zufolge dieser Gleichungen entspricht 
ersichtlich jedem Punkte P ein und nur ein Punkt P'; 
um Aufschluß darüber zu gewinnen, ob auch jedem Punkte P' 
ein Punkt P zugewiesen wird, lösen wir die Gleichungen (7) 
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nach den x, auf. Zu diesem Zwecke fähren wir ein die 
Determinante: 



und bezeichnen ferner die Unterdeterminante des Elementes 
ß(i in A mit a^. Bei beliebiger Wahl der a^ wird A von 
Null verschieden sein. "Wir wollen dies im übrigen aus- 
drücklieh zunächst voraussetzen. Auf den Fall, wo A ver- 
schwindet und iufo^e dessen die Xi, xi, x^ nicht von 
einander unabhängig sind, kommen wir spater zurück. Aus 
den Gleichungen (7) leiten ^vir dann das neue System von 
Gleichungen ab. 

~ ■ Xi = aiixi + 021^:2'+ a^^xi 

e 

(8) -■T.^a,Ti + a^^ri+a,,T^ 

- lä = «IS-»- + a^x^ + a^iJ i 

Unter Benut/unti diesi^r Gleichungen ergibt sich also 
auch zu jedem Punlcte P cm emziger Punlvt P. — Die 
Gleichungen welche zwischen den Kooidmaten f, und f/ 
entspieehendei Geiaden bestehen, tonnen wn jetzt ohne 
weiterei anschieiben Denn die Geiade 

S{x{ + Uxl -1- U^l = 

geht unter Benutzung der Gleichungen (7) dh'okt über in 
folgende : 

(«iili'+ «21^3'+ «31^3)2^1 + (ajafr + auU+ «ss^»)^ + 
-r {«^la H + «23 H + <hi H) a^a = 
so daß die Koordinaten f^ dieser Geraden die Werte haben: 
0^1 = «11^1'+ aäi^a'+ «31^3' 

(9) efa = ai2l^i'+ 6fäa^2'+ ^ala' 
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ujid die entsprechende Betrachtung für eine Gerade der 
Ebene e liefert die Gruppe von Gleichungen: 

(10) Q ^ = «2, i, + an h -i- a^s fs 

Die durch die Gleichujigen (7) gegebe 
zwischen zwei Systemen von Koordinaten bezeichnet i 
als eine lineare, homogene Substitution; A heißt" 
die Substitutioiis-Peterminante. Denkt man an die 
geometrische Deutung der Gleichungen (7), so sagt man, 
daß sie eine lineare Transformation darstellen. Die 
Gleichungen (9) unterscheiden sich von den Gleichungen (7) 
nur dadurch, daß die Koeffizienten %i statt nach Horizontal- 
reihea nach Vertikalreihen in der Determinante A angeordnet 
sind. Man nennt diese Substitution die „ti-ansponierte"; 
in der gleichen Weise geben die Gleichungen (10) die trans- 
ponierte Substitution zu den Gleichungen (8). 

69. In den Gleichungen (2) von 65. erkennt man einen ganz 
speziellen J^all der allgemeinen linearen Substitution (7), 
und wir werden jetzt zu untersuchen haben, ob die durch 
die Gleichungen (7) gegebene Verwandtschaft nicht etwa, 
allgemeinerer Natur ist als die durch die Gleichungen (1) 
oder (2) bestimmte Kollineation. 

Denken wir uns zu diesem Zwecke zwei Ebenen, die 
durch eine lineare Transformation, wie sie die Gleichungen (7) 
geben, auf einander abgebildet sind. Dann muß sich diese 
Verwandtschaft doch auch dann noch durch lineare Glei- 
chui^en von der Form (7) darstellen lassen, wenn man das 
Koordinatensystem in jeder der beiden Ebenen in bestimmter, 
sofort näher zu bezeichnender Weise annimmt. Wir woUen 
uns nämlich zwei entsprechende Punkte in den beiden 
Ebenen herausgegriffen denken und in den einen die Ecke A^ , 
in den anderen die Ecke AI verlegen. Es entspricht also 
nun dem Punkte A^ oder a^ = 0, % = der Punkt Ai 
oder xl= 0, xi= 0. In den Gleichungen, welche die Ver- 
wandtschaft bei dieser Lage der Koordinatensysteme dar- 
stellen, muß demnach a^-^ = und «g^ = oder: 
^1 ~ ^i'; «31 = 0, »31 - 
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Verlegen wir nun auch die Ecken A^ und A{ in ent- 
sprechende Punkte der Ebenen, so ergibt sich ebenso, daß 
ß^3 = und «3a = oder: 

A2^A^; «12 = 0, «32=0 

Wenn endlich A^ und A^ sich entsprechen, so ist: 

A^ i^ Aa; »IS =0, «SS =^ 

Die lineare Transformation, in der die drei Ecken der 
beiden Koordinatendreiecke bezw. einander entsprechen, wird 
also durch die Gleichungen gegeben: 



Soll endlich auch der Einheitspunkt dei' einen Ebene dem 
der anderen entsprechen, so muß man haben: 

%^ : %2 = '*»3 "^ 1 ■ 1 = 1 
nnd die Gleichungen reduzieren sich auf die Form (2). 

Es hat sich damit gezeigt, daß die Gleichungen (7) 
auch bloß eine Kollineation liefern, nur ist dabei das Ko- 
ordinatensystem in jeder Ebene ganz ■willkürlich an- 
genommen, oder: 

Die allgemeine, lineare, homogene Substitution 
zwischen den Punktkoordinaten der beiden Ebenen 
oder auch zwischen den Linienkoordinaten der 
beiden Ebenen stellt eine Kollineation dai'. 

Kollineare Ebenen in perspektiver Lage. 
70. Auch aus dem Btindel können wir unter An- 
wendung der bekannten Operationen der neueren Geometrie 
kollineare Ebenen in einfacher Weise herleiten. Schneiden 
■wir nämlich einen Strahl enbiindel 8 mit zwei Ebenen e 
und e', so liefert jeder Strahl des Bündels in seinen Sehnitt- 
pimkten mit e und e' entsprechende Punkte A und A' u. s. f. 
(Fig. 21), und jede Ebene des Bündels schneidet ent- 
sprechende Gerade g und g' aus den beiden Ebenen aus. 
Man ■überzeugt sich leicht, daß die beiden Ebenen dadurch 
kollinear auf einander bezogen werden: aber die Strahlen- 
büsohel in entsprechenden Punkten wie A und A' und die 
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Punktreihen anf entsprechenden Geraden wie g und g' sind 
in diesem Falle nicht nnr projektiv, sondern per- 
spektiv. In dieser Lage bezeichnet man die beiden 
Ebenen selbst als „perspektiv" und den Prozeß der 
Centralprojektion auch als „Perspektive". Denkt man sich 
die Beziehung der Punkte und Geraden in den beiden 
Ebenen fixiert, die Ebenen selbst aber in eine beliebige 
Lage gegen einander gebracht, so sind die beiden Ebenen 
offenbar noch kollinear auf einander bezogen. Dabei bleibt 
es allerdings noch dahingestellt, ob diese beiden Ebenen 
nicht etwa in einer speziellen kollinearen Beziehiuig zu 



einander stehen. Dies ist nicht der Fall. Denn man kann 
zeigen, daß sich umgekehrt zwei kollineare Ebenen — sogar 
noch auf unendlich viele Arten ~- in Perspektive Lage 
bringen lassen. Zu welcher anderen Aufgabe man dadurch 
geführt wird, ist direkt zu ei'kennen. Bei der perspebtiven 
Lage zweier Ebenen hat jeder Punkt ihrer Schnittlinie s, s' 
(Fig. 21) die Eigenschaft, mit dem ihm entsprechenden zu- 
sammenzufallen. Nimmt man die beiden Ebenen aus einander, 
so werden demnach die Geraden s und s' nicht nur pro- 
jektive, sondern koi^ruente Punktreihen tragen. Um also, 
umgekehrt zwei kollineare Ebenen perspektiv zu orientieren, 
hat man jedenfalls zunächst solche entsprechende Gerade 

8* 



y Google 



116 V.. Die projektivaa Transformationen auf verschiedanen Trägern. 

aufzusuchen, welche kongruente Punktreihen tragen. Darauf 
soll nicht weiter eingegangen werden.*) 

71. Endlich erhalten wir auch zwei Ausartungen der 
kollinearen Beziehung, wenn wir bei der Perspektiven Lage 
den Mittelpunkt S des Bündels auf der einen Ebene oder 
in der Schnittlinie der beiden Ebenen waklen. Liegt im 
ersten Falle jS etwa in e', und denken wir uns die Ebenen 
dann wieder aus dem perspelrtiven Zusammenhang gebracht, 
so ist in e eine siuguläre Gerade s, in e' ein singulärer 
Punkt S gegeben. Die Punktreihe s ist projektiv auf den 
Strahlenbüscbel S bezogen. Jedem beliebigen Punkt« 
von e entspricht stets wieder der Punkt S der anderen 
Ebene, einem Punkte der singulären Geraden s dagegen ent- 
sprechen alle Punkte des Strahles von S, der dem Punkte 
zugewiesen ist. Einem Punkte X von e' femer entspricht 
der Punkt auf s, der in der projektiven Beziehung von S 
und s dem Strahle XS zugeordnet ist. 

Wird iin zweiten Falle das Centrmn S der Perspeküvi- 
tat auf der Schnittlinie s der beiden Ebenen angenommen, 
so liefern die in beliebige Lage gebrachten Ebenen folgende 
Ausartung der kollinearen Beziehung: In jeder der beiden 
Ebenen liegt eine singulare Gerade s bezw. s' und aui ihr 
je ein singulärer Punkt 5" bezw- S'. Jedem beliebigen 
Punkte der einen Ebene entspricht stets der singulare Punkt 
der anderen Ebene, jeder Geraden der einen Ebene immer 
die singulare Gerade der anderen Ebene. Einem beliebigen 
Punkte auf der singulären Geraden der einen Ebene ent- 
sprechen die sämtJichen Punkte des singulären Strahles der 
anderen Ebene, Einem beliebigen Sti-ahle durch den singu- 
lären Punkt der einen Ebene sind alle Strahlen durch den 
singulären Punkt der anderen Ebene zugewiesen. Auf 
weitere Ausartungen der Kollineation gehen wir nicht ein. 

Kollineare Grundgebilde zweiter Stufe. 

72. Eine sehr bedeutende Verallgemeinerung und neue 
geometrische Deutungen gewinnen wir, wenn wir uns jetzt 
vorstellen, daß in den Gleichungen (7) von 68. die Xi die 



*) Man vergl. b, B. SchrSter: ,, Theorie der Oberäaclisn zweiter 
Orfnnng", Leipzig 1880, § 45, 
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Koordinaten eines Elementes eines Grundgebildea zweiter 
Stufe (also eines ebenen Systems oder eüiea Bündels) seien, 
während die a>i die Elemente eines zweiten Grundgebildes 
zweiter Stufe festlegen mögen. Die lineare Substitution stellt 
dann jedenfalls eine eindeutige Zuordnmig der Elemente der 
beiden GrundgebUde her und auf Grund älmlicher Über- 
legungen, wie sie im Vorhergehenden füi' zwei Ebenen 
durchgeführt wurden, ergibt sich ferner, daß entsprechende 
Elemente der beiden Grundgebilde projektive Grandgebilde 
erster Stufe ti'agen. 

Die auf diese Weise ganz gleichartig durch eine lineare 
Substitution definierten Verwandtschaften unterscheidet man 
ihrem geometrischen Charakter nach in kollineare und 
korrelative (oder reziproke), indem zu beachten ist, was 
für Elemente einander zugewiesen sind. Für die ersteren 
liefert zwar keine Definition, aber doch eine Verausohau- 
lichung der Begriff der Perspektiven Lage von Grund- 
gebilden zweiter Stufe. 

Pi'ojiziert man ein ebenes System aus zwei Punkten iS 
und S' des Baumes, so heißen die beiden dadurch ent- 
stehenden Bündel perspektiv. Es sind je zwei Strahlen 
einander ZL^eordnet, die nach dem gleichen Punkte des 
Feldes laufen, imd zwei entsprechende Ebenen der beiden 
Büschel projizieren die namhche Gerade des Feldes. Ent- 
sprechende Gerade der beiden Bündel tragen perspektive 
Ebenenbiisehel, entsprechende Ebenen perspektiveStrahlen- 



Denkt man sich die Zuordnung der Elemente der 
beiden Büschel markiert, während man die gewissermaßen 
als starre (materielle) Gebilde gedachten Bündel aus ihrem 
geometrischen Zusaromenhange löst mid in eine beliebige 
Lage im Itaume bringt, so sind die Bündel noch kollinear 
auf einander bezogen. Entsprechende Elemente tragen pro- 
jektive GrundgebUde erster Stufe, 

Ebenso heißen ein Bündel und das Feld, ivelches 
ii^end eiue Ebene aus ihm ausschneidet, perspektiv. Aus 
dieser Lagenbeziehung gebracht, bleiben die beiden Gebilde 
noch kollmear. 

Bedeuten in den Gleichungen (7) von 68. die x^ die 
Koordinaten der Punkte eines Feldes, die x/ die Koordinaten 
der Geraden eines Büudels, so geben diese Gleichungen 
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die allgemeinste kollineai'e Beziehung dieser beiden Ge- 
bilde. Mau zeigt nämlich, daß die in dieser Weise auf einander 
bezogenen Gebilde im allgemeinen nicht in perspekti-\'e 
Lage gebracht werden können. 

Dagegen lassen sich zwei durch eine lineare Trans- 
formation koUbear auf einander bezogene Bündel stets in 
Perspektive Lage bringen und sogar noch auf unendlich 
viele Arten (Schröter 1. c). 

Die koiTelative Beziehung der Grundgebilde zweiter 
Stufe läßt sich nicht in ähnlicher AVeise durch einen geo- 
metrischen Prozeß herleiten. Wir behandeln dieselbe später 
^ !rt. 



Projektive Eigenschaften, 

73. Welche Eigenschaften der geometrischen Gebilde 
sind es nun, die man vermittels kollinearer Transformationen 
untersucht? Denken wir uns etwa zwei Ebenen, die kol- 
liaear auf einander bezogen sein mögen. Einer in der ersten 
Ebene gelegenen Kurve n^' Ordnung C" entspricht in der 
zweiten Ebene eine Kurve C" von der gleichen Ordnung. 
Denn die lineare Substitution läßt den Grad der Kurven- 
gleichung ungeändert. Auch die Klasse der Kurve bleibt 
die gleiche, weil die Transformation der Linienkoordinaten 
ebenfalls eine lineare. Dagegen werden die Beziehungen 
der Kurve zam Unendlichferuen im allgemeinen eine Ändenmg 
erleiden. Unendlich ferne Punkte der 0" gehen bei einer 
aUgemeinen KoUineatiou in endliche Punkte der C" über u.s.f. 

Ist C" eine rationale Kurve, so gilt das Gleiche von 
der Kurve C", und beide Kurven sind projektiv auf einander 
bezogen. Auf diese Weise kann man aus einer ebenen Kurve 
durch lineare Transformationen oder, was das Nämliche be- 
deutet, durch Centralprojektionen in andere und andere 
Ebenen unendlich viele neue Kurven herleiten. Gibt es 
nun Eigenschaften, die allen diesen Kurven gemeinsam sind, 
die also durch hneare Transformationen oder durch Centi-al- 
projektionen nicht zerstört werden? Solche Eigenschaften 
heißen projektive oder aiich invariante, und zum 
Studium derselben können wir irgend eine der unendlich 
vielen Kurven benutzen, sofern sie sich etwa durch irgend 
welche andere Eigenschaften als dazu geeignet qualifiziert. 
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Die Kegelschnitte und Kurven dritter Ordnung. 

74, Das bekannteste Bebpiel für diese Untersnchuags- 
methode bieten die Kegelschnitte, die sioh durch Central- 
projektion oder auch durch eine KoDuieation aus dem 
Kreise ableiten 
lassen. Dieser gibt 
in diesem Falle 
den für die Kon- 
struktion einfach- 
sten Typus der f""^ 
Kurve zweiter -'V.__^- 
Ordnung, Wir 
kommen später 
darauf zurück, 
wenn wh' eine 
für konstruktive 
Zwecke beque- 
mere Form der 
kollinearen Bezie- 
hung kennen ge- 
lernt haben. 

Als zweites ___, , 

Beispiel möge die ''^ 

Klassifikation der 
ebenen Kurven 
dritter Ordnung 
Erwähnung fin- 
den. Schon New- ^,^ 
ton*) hat aller- 
dings ohne Beweis den Satz gegeben, daß alle ebenen 
Kurven dritter Ordnung durch Centralprojektion aus fünf 
Typen abgeleitet werden können, welch letztere er als „di- 
vergierende Parabeln" bezeichnet. „Wie nämlich der 
Kreis, wenn er einem leuchtenden Punkte vorgehalten wird, 



*) „EuumeratJo linearum tertii ordinis", Seite 19. Diese Schrift 
ist beigegeben dem Werke' .Optica" Londini 1706. Ferner findet 
sie sich auch in dam andeien TVeike des gleichen Verfassers; „Analjsia 
per quantitatum senea, flnxionea ao differentias, cum enameratioae 
lineaiam tertii oidinis" Londmi 1723, V. Genesis i 
umbroB, Seite 93 
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wf FeracUedenen Trägem 



durch seinen Sctatten alle Linien zweiter Ordnung gibt, so 
erzeugen diese divergierenden Parabeln dnrcii ihre Schatten 
alle übrigen Linien dritter 
Ordnung." 

Beautat man rechtwink- 
lige Koordinaten, so kann 
man die üleichung einer sol- 
chen divei^erenden Parabel 
in der Forin schreiben: 
if- = {x — aj^){x — a^)(x—a3) 
nnd die möglichen Fälle sind 
folgende : 

1. alle Werte a sind reell r 
a) rtj > «j > ßg . Zweiteilige 

Kurve dritter Ordnung 
(Fig. 22a). 

b) (f^ = «3 ^ (Ig . Kurve dritter 
OrdnungmitisolierteniPunkte 

(Fig. 22b). 

c) % = «2 :a «2 , Kurve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt 

(Fig. 22 c). 

d) «^ ^ «2 = Cg • Kurve dritter 
Ordnung mit Spitze 

(Fig. 22 d). 

2, Zwei der Werte a sind 
konjugiert imaginär, der dritte 
Wert ist reell : Einteilige Kurve 
dritter Ordnung (Fig. 22e). 

Während es also bloß einen 
Kegel zweiter Ordnung gibt, den 
man durch Projektion eines 
Kreises aus irgend einem Punkte 
erhält, existieren fünf verseliie- 
dene Kegel dritter Ordnung, 
die man durch Projektion aus 
diesen fünf Kurven ableitet. Alle 
möglichen Kurven dritter Ord- 
nung bekommen ivir als ebene 
Schnitte dieser fünf Kegelilächen 
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oder auch dadurch, daß man untersucht, wieviel verseliiedene 
Typen sich aus jeder dieser fünf Kurven durch eine koSli- 
neare Transformation gewinnen lassen. Die Anzahl der For- 
men der Kurve dritter Ordnung, zn denen man auf diesem 
Wege gelangt, ist schon ziemlich groß. Newton hat 72 For- 
men angcgehen, Salmon 78, Plückcr nach einem anderen Ein- 
teilungsprinzip 219.*) 



Die reziproke Beziehung der Grundgebilde 
zweiter Stufe. 

75. Der geometrische Inhalt der durch eine lineare 
Transformation dai'zustellenden Beziehungen war mit der 
Kollineation noch nicht erschöpft, vielmehr vermittelte die 
lineare Substitution bei geeigneter Wahl der Koordinaten 
noch eine zweite durchaus verschiedene Verwandtschaft, 
In der Tat haben wir z. B, zwei Ebenen e und s', so steht 
es uns doch frei, die folgenden Formeln anzusetzen: 

qBi = (»11^ + «la^a + «13% 

(11) ela = «21*1+ Cl22^2 + «23^3 

e U = «gl ^x + %ä ^ + «83 % 

Vermöge derselben wird jedem Punkte Xi der Ebene e. 
eine Gerade |/ der Ebene e' zugewiesen. 

Aus den Gleichungen (11) aber resultieren wie früher 
die weiteren Relationen: 

- 3^1 = «11 ^i' + a-n U+ OsL H 

e 

(^2) - iCä = ßia^i' + «22^2'+ üi-i^ä 

Q 

-Xj^nisi{+ a2ShS'+ oss^a 



*) Diese Einteilungen unterzog neuerdings einer DorchsicM: 
H. Wiener: „Die Einteilung der ebenen Kurven und Kegel dritter 
Ordnung in 13 Gattungen". — Mathematiaolie Alikandlungen aus derrt 
Verlage mathematiseher Modelle von Martin Schilling in Halle a. S, 
Keue Polge Nr. 2, 1901. 
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Transformiert man ferner die Bedingung für die ver- 
einigte Lage eines Punktes und einer Geraden, so folgen 
wie oben die Gleichungen: 

(13) QXi~c^J^ + a,^$^ + a,siB 

(14) eii= ai2X{ + ai^Xj^ + di^x^ 

ela = ßm^i' + «äs^ä' + (hz^s 

Die- einfachste Form, auf welche durch zweclanaßige 
Wahl des Koordinatensystems diese Gleichungen gebracht 
werden können, ist; 

Q H = ^1 Q ^i = ^i e Is' = ^3 

und: 

e^i = li exi= h Qx^^ ii 

Ganz analoge Betrachtungen ze^en dann, daß diese 
Verwandtschaft der beiden Ebenen folgende Eigenschaften 
besitiit: Jedem Punkte P von s entspricht eine Gerade p' 
in e'; dreht eine Gerade g sich um P, so rückt der ent- 
sprechende Punkt G' auf p' fort und die Punktreilie G' 
ist projektiv zum Sfcrahlenbüschel g. 

Die beiden Ebenen heißen „reziprok" oder auch „kor- 
relativ" verwandt, die Besdehung selbst wh-d als „Kor- 
relation" bezeichnet. 

Den unendlich fernen Geraden der Ebenen e und e' 
entsprochen im Endliehen gelegene Punkte in der anderen 
Ebene, die ,^ittelpunkte" der reziproken Beziehung. Die- 
selben durch die Rechnung zu bestimmen, möge als Auf- 
gabe gestellt werden, 

76, Gribt man sich in der einen Ebene vier Punkte 
Ä, B, 0, J) in allgemeiner Lage, so daß also keine drei 
derselben auf einer Geraden liegen, und vier Gerade a', h", 
c', d' in der anderen Ebene, von denen keine drei durch 
einen Punkt laufen, so ist durch diese Angabe die kor- 
relative Beziehimg der beiden ebenen Systeme eindeutig 
und vollständig Ijesthnmt. Geometrisch folgt dies aus dem 
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Früheroii unter cutsprecliendor Änderung der benutzten 
Konstruktionen . 

Analytiscli ist die Bestimmung der Korrelation durch- 
geführt, wenn die neim Koeffizienten «/j auf Grund der 
obigen Angabe sieh berechnen lasseu. Wir schreiben die 
Gleichungen (11) zu diesem Zwecke in der Formr 

Mit einem Koeffizienten aa kann man dividieren, so 
daß acht wesentliche Konstante übrig bleiben. Setzt 
man die Koordinaten von A und a' in das System (15) 
ein, so erhält man zwei Beatimmnngsgleiehmigen. Die vier 
Paare entsprechender Elemente genügen also gerade, um 
die ßa zu bereclinen. Diese Überlegung ist in der gleichen 
Weise auch fiir die Kollineation gültig. 

Projiziert man zwei reziproke Ebenen e und e' aus 
zwei Punkten S und S', so erhält man „reziproke" oder 
,>korrelative" Bündel; projiziert man bloß die eine Ebene «' 
aus (S'j so ist das ebene System e auf deu Bündel S' kor- 
relativ bezogen. 

Die Kollineation nnd Korrelation finden ihren gemein- 
samen Ausdruck in der linearen Substitution. Beide Be- 
ziehungen können als „projektive" bezeichnet werden, sofern 
in jedem Falle die eindeutig einander zugewiesenen Elemente 
der beiden Grundgebilde zweiter Stufe projektive Grund- 
gebilde erster Stufe tragen. Der Unterschied zwischen 
beiden Verwandtschaften besteht ledighch darin, daß andere 
Elemente einander zugewiesen werden. 

77. Tn der Möglichkeit, zwei GrundgebUde zweiter 
Stufe reziprok auf einander zu beziehen, liegt der Beweis 
für das Dualitäts- oder Reziprozitäts-Gesetz in der Ebene 
und im Bündel. Eine Korrelation zwischen zwei Ebenen 
führt eine Kiu^e n'" Ordnung, den Ort eines Punktes im 
einen Feld, über in eine Kurve »"*■ lÖasse im zweiten 
Felde, die von den entsprechenden Geraden umhüllt wird. 
Jedem mehrfachen Punkte des ersten Ortes entspricht 
eine ebensovielfaehe Tangente der entsprechenden Klassen- 
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kurve;, also 2. B. einem Doppelpunkt eine Doppel- 
tangente u. s. f. 

Die reziproke Beziehung zweier ebenen Systeme Itann 
in sehr verschiedener Weise ausarten. Aus den in 71. er- 
wähnten Beispielen der Ausartung einer Kollineation er- 
geben sich solche für die Korrelation, wenn man an Stelle 
der einen der beiden Ebenen ihr korrelatives Bild setzt. 

Die bisherigen Ei^ebnisse können wir wie folgt zu- 
sammenfassen: 

Die lineare, homogene Substitution im ternärcn 
Gebiet stellt je nach der Art der einander zu- 
gewiesenen Elemente eine kollineare, oder kor- 
relative, ä. h. eine projektive Beziehung zwi- 
schen zwei Gnuidgebilden zweiter Stufe dar. 

Zwei solche GmndgebÜde können durch achtfach 
imeudlich (co*) viele Kollineationen oder Korrelationen 
auf einander bezogen werden. 

Durch die Angabe von vier gleichartigen Elementen 
in all^emeinei Lage im einen System und der ihnen 
entspze<.henden im anderen System ist jede der beiden 
BeziehuDaen emientig bestimmt. 



Darstellung in nicht homogenen (schiefwinkligeu) 
Koordinaten. 

78. Wenn wir die kollineare Beziehung zweier Ebenen 
durch die Gleichungen (7) von 68. zum Ausdruck brachten, 
so entsprachen sich dabei weder die Seiten der beiden 
Pundamentaldreiecke noch die uneudüch fernen Geraden der 
beiden Ebenen. Wir dürfen also, ohne dadurch eii^e 
speziellere Beziehung zu erhalten, auch in den beiden 
Ebenen Fundamentaldreieclie wählen, von denen etwa die 
Seiten a^ bezw. ög mit den unendlich fernen Geraden der 
beiden Ebenen zusammenfallen. Die homogene Koordinaten- 
bestimmung geht dann, wie früher (24.) gezeigt wurde, über 
in ein System gewohnlicher, schiefwinkliger Koordinaten in 
der Weise, daß 
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Aus den GleichuDgeu (7) erhalten wir aber die folgenden; 



oder auch: 

(16) ,,^%.5±M±Ü 



«31^1 + «^33^ + «8S^ 






■weun wir %i, tiig, ... dui'cli «1, &i, ... ersetzen. Diese 
Gleidnmgen (16) geben die aUgemeioste Darstellung der 
Kollineation in gewöhnlichen, schiefwinkligen Koordinaten, 
Aus ihnen resultieren die folgenden: 



(17) 



''+«3 



^^~ 



ß^x'+ß,y'+ß^ 



~ Yi^' + TiP' + 73 7i^' + 7'^f + n 

Hierbei bedeutet wieder a^ die Unterdetennhiante, welche in 



"t 


ii 


«1 


ßj 


% 


c. 


a. 


\ 


«> 



ZU dem Elemente «j gehört. 

Der Vollständigkeit wegen mögen auch noch die Fonnclu 
Platz finden, welche die Linienkoordinaten *s, v und u', v' 
in einander transformieren. Man erhält wie oben; 



18) 

bezw.: 
(19) 



«1 


.' + (%i>' 


-0. 




- % 


'^i 


a+ß,v 


— Ca 


<h 
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In jeder dieser vier Gruppen (16), (17), (18), (19) tritt 
in beiden Gleielningen der nämlielie Nenner auf. Es sind: 

und: 

71^' -^ TiV' + 7s = 
die „Fluchtgeraden" der Ebenen s imd e', denen die unend- 
lich fernen Geraden der anderen Ebene entsprechen. Das 
Auftreten dieses gleichen Nenners erscheint aber als eine 
notwendige Bedingung. Denn die Gleichungen 
, a^x -{-h^y -\- c^ A 
a^x ->r \y -T- C;^ C 

^ a^x-^^y -\-Ci I) 
liefern zwar auch eine eindeutige Punkttransformation, aber 
einer Geraden 

px'+qy'+r^O 
entspricht vermöge derselben der Kegelschnitt: 
2}-Ä-J) + q-S.C+r-C.l)=0 
79, Ganz in der gleichen "VVoise kann man von den 
früher (75.) aufgestellten Gleichungen für die Korrelation 
ausgehen und daraus die Darstellung dieser Verwandtschaft 
in nicht homogenen Kooidinaten gewinnen; man erhält 
unter Rücksicht auf "25. die entsprechenden Systeme: 



(20) 



(22) 



^x + tijH-q ^ 


"l«'+«3*''+«8 




n«'+!'2"'+ /3 


ß,u'+ß,v'+ß. 


a,x + i,!/ + c. 


?■!«' + r^^' + ra 






a,U+ß,v — y, 


Den Geraden 




ßg (C + &s j/ -h cg = 




c^x'^c^y'—c^^a 
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entsprechen in den Ebenen &' und £ je die Koordinaten- 
aofänge m'=0, o'= bczw. u = Q, v = 0. Als Eud- 
resultat finden wir demnaeii: 

Die Verwandtschaften der Kollineation und Kor- 
relation werden in schiefwinkligen (gewöhnlichen) 
Koordinaten diKch eine linear - gebrochene Sub- 
stitution mit dem gleichen Nenner c' 



§ 14. Das Mübiussciie Jfetz. 

Konstruktion und Eigenschaften eines Netzes. 

80. Die Eigenschaft, daß entsprechende Punkte in 
kollinearen Ebenen projektive Strablenbüachel tragen, kann 
ims, zweimal aur Anwendung gebracht, die Bestimmung 
entsprechen dei' Punkte solcher Ebenen ermögiiehen. Auch 
die wirkliche Konstruktion dieser Punkte ist ohne große 
Mühe durchzuführen, namentlich wenn die beiden ebenen 
Systeme in eine gemeinsame Ebene, die Zeichenebene, ge- 
bracht sind. 

Es wird aber Interesse bieten, noch eine andere Methode 
kennen zu lernen, um entsprechende Elemente in zwei kol- 
liuear oder korrelativ auf einander bezogenen Ebenen duroh 
direkte, geometrische Konstruktion zu ermitteln, zumal sich 
dieselbe dadurch auszeichnet, daß die vorzunehmenden Kon- 
struktionen alle in den betreffenden Ebenen selbst aus- 
geführt werden. 

Wir beschränken uns zunächst auf eine Ebene und 
wollen außei'dem bloß das Lineal benutzen. Die linearen 
Konstruktionen, die wir ausfuhren, bestehen also in den 
Operationen des Projizierens und Schneidens, d. h. -vm ver- 
binden zwei gegebene Punkte durch eine gerade Linie und 
wir zeichnen den Schnittpunkt zweier gegebenen Geraden. 

Sind wir dann im stände, ausgehend von gewissen 
festen Elementen, lediglich unter Anwendung dieser 
Operationen, die ganze Ebene mit neuen Elementen, näm- 
lich Pimkten und Geraden, zu erfüllen? 

Nehmen wir an, daß zwei oder drei Punkte gegeben 
sind, so bestimmen sie eine Verbindungslinie oder drei 
solche Linien. Die Möglichkeit weiterer Konstruktionen 
ist nicht vorhanden. Neue Elemente in unbegrenzter Zaiil 
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lassen eich erst ableiten, weim wir von vier Punkten Ä-^^, 
As, -A^, Ä^ ausgehen (Fig. 23), die sich in allgemeiner Lage 
befinden. Dieselben bestimmen dann zunächst sechs Ver- 
bißdiingslinien, die Seiten des vollständigen Viereckes 
AiA^A.^A,^. Aus diesen seehs Geraden leitet man di-ei 




neue Schnittpunkte ab, ^, B.^, Bg, die Nebeneekeu des 
genannten Viereckes. Diese Punkte B, bestimmen drei 
verbindungsgerade, welche ihrerseits wieder zu sechs 
Punkten Ci, C^, . . -, Cs Verantassung geben. Wir er- 
halten also das Schema: 



a) G 

b) 6 

c) 3 Punkte B, 

d) 3 Gerade . 

e) 6 Punkte C. 

f) lö Gerade 



die Punkte A^, A^, A^, A^: 

Erste Generation von Geraden; 
„ Punkten; 
„ Geraden ; 
„ Punkten ; 
„ Geraden; 



Erste 
Zweite 
Zweite 
Dritte 
u, s, f. 
Die nächste „Generation" wüi-de bereits 



ä 84 Punkten 



woraus man erkennt, daß die Zahl der Punkte 
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und Geraden sehr rasch zunimmt, Selbstyeretändlicli ze^t 
dies System von Punkten und Linien zahllose Eigenschaften, 
Z. B, liegen die di-ei Punkte C^, C^, Cg auf emer Geraden, 
der H^monicalen des Punktes Ä^, die Linien G^^C^, C^G^, 
GßGi gehen bezw. durch C^, Gj^, G.^ oder anders aus- 
gedrückt: die sechs Punkte Cy liegen viermal zu je dreien 
auf einer Geraden. — Möbius hat in seinem barycentrischen 
Kalkül das auf diese Weise sich bildende Gewebe von 
Linien als ein „Netz" in einer Ebene bezeichnet. Wir 
sprechen also von „Geraden" und „Punkten" des 
Netzes, Die vier Punkte Äi, aus denen sieh das ganze 
Net« entwickelt, heißen die „Hauptpunkte", Man kann 
natürlich auch von vier Geraden ausgehend ein Netz bilden, 
daß dann dem eben betrachteten dual gegenüber steht. 

Auch im Bündel können wir eine Netzkonstruktion 
durchführen, indem wir entweder vier Ebenen oder vier 
Gerade als Hauptelemente benutzen. 

Die Eigenschaften einzelner Elementegruppen eines 
Netzes entziehen sich wegen ihrer rasch zunehmenden Kom- 
pliziertheit sehr bald einer übersichtlichen Betrachtung: es 
würde mithin die ganze Untersuchung an Interesse ver- 
lieren, könnt« man nicht in bezug auf alle Elemente eines 
Netzes allgemeine imd merkwürdige Sätae aufsteUen. 

81. Nehmen wir das Dreieck Aj^Ä2A^ als Fundamental- 
dreieek, die Gerade C, (7^ Cg als Einheitsgerade (Fig. 23) und 
A^ folglich als Etnheitfipuntt. Die Gleichungen der Punkte 
jii, Ä^, Ä^, Ä^ werden dann bezw.: 

(1) Si = $, = f3 = li + f,+ ^s = 

Irgend ein Punkt X mit den Koordinaten ,«; wu'd 
durch eine Gleichung daigestellt, die wir mit X bezeichnen 
wollen, so daß also: 

Z = «1 fi + aiä ^5, + 3^3 l^y = 
Dann gilt ziuiächst folgender Satz: 

Gehört ein Punkt X, dessen Gleichung 

X = Ä^fi + a^lä + *3^3 = 
ist, dem Netze an, so sind die Koordinaten x^ des- 
selben rationale, ganze Zahlen, die Null ein- 
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geschlossen, deren "Werte bloß von dem Kon- 
atruktionswege abhängen, der zu dem Punkte führte. 
Wir wollen die Eichtigkeit dieses Sataes für die Punkte 
St und Ci der ersten mid zweiten Generation zunächst 
durch direkte Ausrechnung bestätigen. Der Punkt B^ z. B. 
ergab sieh als ScbnittpuJnkt der Verbindungslinien A^At^ 
und Aj^Ai- Es muß also seine Gleichimg in der Form: 

und zugleich auch in der anderen; 

li + fs + ^s + i'-?i=0 
erscheinen. Dies wird erreicht fiir v = — 1, so daß also 
die Punkte Bi gegeben sind durch; 

f2) ^=fg+fj=^0 

^5 ^ ?i + ^3 = 
Der Punkt Cj femer liegt harmonisch zu B^ bezüglich A.^ 
und Aq, also ist: 

und ebenso: 

(3) ^=f,— f,^0 

Die drei anderen Punkte C ergeben sich aus der Identität: 

= 2 f , + la H^ ^, = fi + (^1 + ^3 + 4) ^ Z, + 5 

Dies muß demnach die Gleichung von C_^ sein: wir er- 
halten daraus: 

(4) ^= Ii-r2f3+ f,= 

"^^ fi+ ^2 + 2^ = 

Daß — nebenbei bemerkt — die geometrisch durch- 
aus gleichwertigen sechs Punkte Ci analytisch nicht alle 
in der gleichen Form erseheinen, röhrt davon her, daß der 
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Punkt A_^ den droi anderen Hauptpunkten gegenüber in der 
Eeolinung ausgezeiclmet ist. 

Ist jetzt X irgend ein Punkt des Netzes, so muß er 
doch entstehen als Schnittpunkt von mindestens zwei Geraden 
des Netzes, welch' letztere etwa die Netzpunkte J", K bezw. 
L, M verbinden. Es möge nun angenommen werden, daß 
der zu beweisende Satz für die Punkte J, K, L-, M gelte, 
so daß in den Gleichungen: 

die Größen i^, &,-, I4, nti rationale, ganze Zahlen bedeuten. 
Dann kann man, lediglich durch Auflösung eines Systemes 
linearer Gleichungen, vier Großen i, k, l, m bestimmen der- 
art, daß 
(ß) i.J-{-h-JC+l-L-\-m'M=0 

Diese Zahlen i, k, l, m sind ebenfells rational, da durch 
diese ßechnung keine Irrationalität hereingebracht werden 
kann. Die Gleichung (6) aber laßt sich auf dreifache Art 
in zwei zwe^Iieder^e Terme zerspalten: schreiben wir z, B,: 

i-J+k- K^ — [l ■ L + m ■ M) 

so gibt jeder dieser Ausdrucke, gleich Null gesetzt, offen- 
bar den Punkt X, so daß: 

X ^ i ■ J+ k ■ K = — (l ■ L + m ■ M) ^ Q 

Die beiden anderen Zerfällungen der Gleichung (6) 
geben die zwei übrigen Nebenecken des vollständigen Vier- 
eckes JKLM. Die Gleichung X = enthält ersichtlich 
nur rationale Großen, sofern die Gleichungen (5) die voraua- 
gesetj;te Eigenschaft besitzen. Von den Punkten 5,- und (7j 
der ersten und zweiten Generation haben wir nun aber 
direkt bewiesen, daß für sie die Voraussetzung der Glei- 
chungen (5) zutrifFfc, folglich müssen die Punkte aller 
folgenden Generationen ebenfalls durch rationale Verhältnis- 
zahlen gegeben sein. 
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Zusatz: Ist Y eiii weiterer auf der Geraden JK ge- 
legener Punkt des Netzes, so wird seine Gleichung auf die 
Form gebracht -werden können: 

Daraus e^bt sich für das Doppelverhältnis der vier Netz- 
produkte J, K, X, Y: 

(JiCXr) = |:|,' 

oder; 

Das Doppelverhältnis von irgend vier Punkten 
des Netzes oder auch von ^r Geraden des Netzes 
läßt sieh rational ausdrücken. 
82, Interessanter noch als der vorige Satz ist seine 
Umkehrung, welche besagt: 

Sind die Koordinaten Xi eines Punktes X rationale, 
ganze Zahlen, so gehört dei'selbe dem Netze an. 
Die Gleichung dieses Pimktes wird: 

und wir erbringen den Beweis, indem wir zeigen, wie eich 
dieser Punkt in dem Netze auffinden läßt. Dabei machen 
wir zunächst die Annahme, die Xi seien alle positiv. 

Projizierten ^vir (Fig. 24) den Punkt J.^ aus A^ und A^ 
auf die Gegenseiten des Fundamentaldreiecks, so erhielten 
wir die Punkte S^ und S^ oder: 

^=^, + ^3 = 

Verbinden wh' A^ mit Ai und bringen diese Linie zum 
Schnitt mit B^B^, so erhalten -wir den in der Figur mit 2 
bezeichneten Pmdit. Seine Gleichung wird: 

Diesen Punkt projizieren wii- wieder aus A^ und A<, und 
leiten aus diesen neuen Pimkten den ebenfalls auf AiA^ 
gelegenen Punkt 3 ab oder: 

3^i + fä + ^3 = i-^s.f. 
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Auf diese Weise gelangen wir sicher zu einem Punkte 

^lll + l3 + ^3=0 

auf der Linie AiÄ^. Wh' verbinden diesen Punkt mit A2 




'Sr&'o 2^,-0 4-4.0 



und können durch ganz analoge Operationen anf dieser 
Verbindungslinie den Punkt 

^jt + ^.i. + h-*^ 

konstruieren. Zum Schlüsse hat man nun diesen Punkt mit 
A^ zu verbinden, um endlich auf dieser Hilfslinie den ge- 
suchten Punkt X oder 

X s: 3^ 1^ + ä;^ ^3 + Ä^g f 3 = 

durch eine entsprechende Eeihe von Konstriktionen zu 
erhalten. 

Ist ferner eine der Koordiaaten Xt negativ, also etwa 
der Punkt X', oder: 

zu ermitteln, so leiten wir X' aus X ab unter Benutzung 
bekannter Eigenschaften harmonischer Punkt«. Denn sind 
wieder (Fig. 25) X^, Xj, Xg die Projektionen von X auf 
die Seiten des Fimdamentaldreiecks, so bestimmen die Ver- 
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bindungslinien X^ X^ unii Xj X^ die Sekaittpunkte X/ 
uad X{ auf Ä^Ag und ^Ag, deren Gleichungen werden: 






; Identitäten 



sagen dann aus, daß sich die drei Linien ÄiX[, AiX^, 
A3X in dem gesuchten Punkte X' begegnen. 



^l-^ko) 




Damit ist eine Eeihe von Konstruktionen angegeben, 
die sicher zu jedem Pimkte mit rationalen Koordinaten 
hinführt. Wohl aber kann man fai einem gegebenen Falle 
vielleicht auf einfacherem und direkterem Wege den Punkt 
erreichen. 

83. Diese „rationalen" Punkte, deren Koordinaten 
durch rationale, ganze Verhältniazahlen gegeben sind, er- 
schöpfen aber selbstverständlich die Mannigfaltigkeit der 
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Punkte einer Ebene noch nicht voUständ^, So können wir 
ja z. B. den bloß quadratische Irrationalitäten enthaltenden 
Punkt 

mit Benutzung des Zirkels ohne weiteres konstruieren. AUe 
Punkte der Ebene, in deren Koordinaten irgend eine Ir- 
rationalität eingeht, wollen wir kurz als „irrationale" Punkte 
bezeichnen. Es folgt dann unmittelbar aus den eben ab- 
geleiteten Sätzen, daß solche irrationale Punkte durch die 
linearen Konstruktionen des Netzes nicht zu erreichen 
sind. Wohl aber sind -wir — wie jetzt bewiesen werden 
soll — im Stande, Punkte des Netzes beliebig nahe an 
solche irrationale Punkte heranzubringen. Dies kommt zum 
Ausdruck in folgendem dritten Satze: 

Wird ein Punkt X in der Ebene des Netzes 

beliebig angenommen, so sind folgende zwei Falle 

möglich : 

a) Der Punkt X ist ein rationaler; dann gehöH 
er dem Netze an und kann nach dem Früheren 
durch die linearen Konstruktionen des Netzes wirk- 
lich en'eicht werden; 

b) der Punkt X ist ein irrationaler; er gehört 
dem Netze nicht an; dann können wir Punkte Y 
des Netzes finden, so daß die Entfernung XY 
kleiner wird als eine beliebig vorgegebene, noch so 
kleine Große, 

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, sei X in 
Figur 26 der gegebene, 
irrationale Punkt mid j- 
eine beliebig kleine Größe; 
um X als Mittelpunkt 
■werde mit dem Radius r 
ein Kreis beschrieben, 
dann besagt der 
stehende Satz, üaB in- 
nerhalb dieses Kreises 
Punkte des Netzes an- 
gegeben werden können. 

In beti'eff dieses Kreises sind aber folgende Voraus- 
setzmigen zulässig; 
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Einer der Fundamentalpunkte, etwa A^ oder fg = 0, 
möge außerhalb des Kreises liegen. Denn im anderen 
Falle wäre ja bereits A^ ein solcher in dem genannten 
Bezirke gelegener rationaler Punkt. 

Die durcli A^ zu A^A^ gezogene Parallele schneidet 
den Kreis nicht; wäre dies der FaU, so könnte man den 
Eadius entsprechend kleiner wählen. 

Von As^ aus gehen demnaeh an den Kreis zwei Tan- 
genten, welche in T^ mid T^ der Dreieeksseite A^A^ be- 
gegnen. Die Gleichungen dieser Punkte seien: 

3\ = fi + Ti . I, = 

Die Größen t^ und tg müssen wir uns dabei als irrationale 
Zahlen vorstellen. 

Aus den primitivsten Anschauungen über In-ational- 
zahlen folgt aber schon der Satz, daß sich zwischen iigend 
zwei Irrationalzahlen immer rationale Zahlen (sogar in un- 
endlicher Zahl) einsehalten lassen oder daß jede Sii'ecke 
einer Geraden rationale Punkte enthält. Wir können folg- 
lich auch auf der Strecke T^T^ rationale Punkte angebeu. 
Es sei T einer derselben, t die ihm entsprechende rationale 
Zahl zwischen r^ und r^, so daß 

r = ^, -F- r . f, = 

Verbinden wir T mit A^,, so wird diese Linie den 
Kreis iu zwei irrationalen Punkten JC, und K^ treffen, und 
mau hat: 

Ist dann y. eine rationale Zahl zwischen y.^^ und k^, so wird 

r= r-f « . 5= ^1 -h T . I, + « ■ ^5 = 

einen rationalen Punkt Y von der gewünschten Eigenschaft 
darstellen. 

Noch anschaulicher und für die zeichnerische Durch- 
führung praktischer ist es, statt der Punkte Gerade des 
Netzes möglichst nahe an den irrationEden Punkt heran- 
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zubringen, d.h. denselben in ein kleines Dreieck oderViei'- 
eek von Netageraden, in eine „Masche" des Netzes, ein- 
zuschließen.*) In der !Figiir 27 ist ein spezielles Neta; 




gezoiclinet, von dem zwei Hauptpunkte Ä^ und A^ im 
Unendlichen liegen und eine ßeihe von Masehen bis zu 
dem beliebig angenommenen Punkt X hingeführt. 

Konstruiert man unter Zugrundelegung von vier Geraden 
ein Netz, so gelten für die Geraden der Ebene analoge Sätze. 

Darstellung der KoDineation und Korrelation 

durch Netze. 
84. Ist nun zwischen zwei Ebenen e und e' eine kol- 
lineare Beziehung hergestellt und zwar in der einfachsten 
Form (65 : , , , 

so entspricht dem Pimkte X oder 

in der anderen Ebene der Punkt X' oder 
X' = xlU + xlU + xiU = 

*) Solche Konstruktionen kommen zur Anwendung in der Photo- 
grammetrie, jener rein teohniflcliea Zwecken dienenden DiszipliTi, die 
aua zwei Perspektiven (Photographiachen Bildern) einen QegenBta,nd 
rekonstruiert. Vergl. Finaterwalder; „Die geometriaelien Grundlagen 
der Photogrammetrie". Jahresbericht der Deutschen Mathem. -Ver- 
einigung. VI, 3, 1899, Seite 6. 
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Betrachten wir in jeder der beiden Ebeücn die Punkte 
Ai , E bezw. Ai, E' als Hauptpunkte eines Netzes. Ist X ein 
rationaler Punkt, so haben wir die Moghchkeit, ihn durch 
die linearen Netzkon struktionen zu erreichen. Zu dem 
Punkte X' aber werden wir dann genau auf dem 
gleichen Wege in der anderen Ebene gelangen. Es 
entsprechen sieii also solche rationale Punkte in der Kol- 
lineation, die durch Ausführung der gleichen Kon- 
sti'uktionen in der gleichen Reihenfolge in beiden Ebenen 
erreicht werden. 

Ist andererseits X ein irrationaler Punkt, so können 
wir ihn in eine beliebig kleine Masche des Netzes ein- 
schließen. Fuhren wir in dem Netze der anderen Ebene 
die gleiche Keihe von Konstruktionen durch, indem wir 
lediglich die anderen Hauptpunkte benutzen, so erhalten 
wir als Ort für den entsprechenden Punkt X.' die ent- 
sprechende Masche des zweiten Netzes. Wir können also 
sagen, daß entsprechende irrationale Punkte durch die 
gleichen Grenzprozesse in beiden Netzen gegeben werden. 
Konstruieren wir dagegen in der Ebene «' das Netz 
aus vier Hauptgeraden, die wir einzeln den vier Haupt- 
punkten in der ersten Ebene zuordnen, so können wir au 
jeder Netzkoustruktion in der ersten Ebene e eine ihr dual 
entsprechende Konstruktion im zweiten Netze von e' an- 
geben und umgekehrt. Jedem rationalen Punkte in e ent- 
spricht dann eine rationale Gerade in e', und man erkennt, 
daß wir damit die korrelative Beziehung der beiden 
Ebenen beigestellt haben. 

Die vier Paai-e entsprechender Elemente, welche zur 
Festlegung einer KoUineation oder Korrelation nötig und 
hinreichend wai'cn, genügen nach dieser neuen Auffassung 
gerade, um das betreffende Netz zu bestimmen. Es ergibt 
sich also: 

Die kollineare und korrelative Beziehung zweier 
Ebenen (und allgemein zweier Grundgebilde zweiter 
Stufe) wird geometrisch vei-mittelt durch die lineare 
Netzkonstruktion. Die gleichen Konstruktionen 
liefern, in jedem der beiden Gebilde ausgeführt, 
entsprechende rationale Elemente und die gleichen 
Grenzpi-ozesse in den beiden Gebilden führen zu 
entsprechenden irrationalen Elementen. 
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Die linearen Operationen im Neta stellen nichts anderes 
vor als die wiederholte Konstruktion vollständiger Vierecke 
oder Vierseite; man konstruiert also stets harmonische 
Punkte und harmonische Strahlen. Aber man ist im stände, 
durch eine endliche Anzahl solcher harmonischer Konstrulc- 
tionen jeden rationalen Punkt zu erreichen. Irgend zwei 
entsprechende Gerade zweier, kollinearen Ebenen werden 
durch die Netze projektiv aufeinander bezogen. Man erkennt 
daraus, wie die kollineare Beziebnng der Grundgebilde zweiter 
Stufe auch eiae einfache Herleitung der projektiven Beziehung 
der Grnndgebilde erster Stufe in sich schließt. 



§ 15. Spezielle Fälle der kolliuearen Bezleliniig 
zweier Ebenen. 

Affine Systeme. 
85. Bei der bis jetzt behandelten, allgemeinen, kollinearen 
Beziehung zweier Felder entspi-achen den unendlich fernen 
Geraden einer jeden Ebene im Endliehen gelegene Gerade 
der andern Ebene, nämlich die ,^Fluohtgeraden" (78.). "Wir 
erhalten dagegen eine speziellere KoJlineation, wenn mr in 
bezug auf das Unendlich-Ferne (Absolute) eine besondere 
Annahme machen. Diese möge darin bestehen, daß wir die 
unendlich fernen Geraden der beiden Ebenen einander zu- 
weisen. Fallen wieder die Seiten a^ bezw. «/ der Funda- 
mentaldreieeke ins Unendliche (24.), so müssen unter dieser 
neuen Voraussetzimg die Gleichungen dieser Kolline atioa 
werden: 

Q x[ = an Xi + ßia X2 + «18 Xa 

Q X( = ßga «s 

Führen wir dafür schiefwinldige Koordinaten ein, so nehmen 
diese ßelationen die Form an: 



3 <hs 
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oder 

dl 






Dabei beziehen sich i , j suwie « , ^ je auf ein schiefwinkliges 
Koordinatensystem (Fig 9) mit behebigem Acheenwinkel. 
Um ^unach-it wiedei die «amthchen Formehi zusammen zu- 
itellen losen wir die Gleichungen (1) nach x und y auf 
imd erhalten 

X = 4, 7 + Bi / + (7i 

Ti'obei 






■^ n. h. (7._ fi. ' n. fi_ /-/,. b. 



Ferner erhält man für die Linienkoordinaten: 

% u' -\- «3 v'. 
c,u'+ c,«'— 1 



^ CiM+Ca-y— 1 

Diese spezielle Art dor Kollineation wird als „Affinität" be- 
zeichnet, die Ebenen heißen „affin" aufeinander bezogen. 
In den obigen Systemen von Gleichungen ist zu beachten, 
daß in den Formeln für die Punktkoordinaten (1) und (2) 
kein Nenner auftritt, während ein solcher bei den Aus- 
drücken für die Linienkoordinaten (3) und (4) vorhanden 
ist. Umgekehrt müssen offenbar die Transformations- 
gleichungen in den Punktkoordinaten durch ganze, Kneai'e 
Funktionen gegeben werden, wenn jedem unendlich fernen 
Pmikt wieder ein unendlich femer Punkt entsprechen soll. 
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Die affine Beziehung zweier Ebenen wird durch, 
eine lineare, ganze Substitution in den gewöhn- 
lichen Puaktkoordinaten C 



Die Gleichungen (1) können noch eine einfachere Gestalt 
annehmen, wenn die beiden Koordinatensysteme passend ge- 
wählt werden. Verlegen wir die Koordinatenanfange in 
entsprechende Punkte der affinen Felder, so muß für x^O, 
?/ = auch x'=^ 0, y' =0 werden: die Gleichungen werden 
demnach 

x' =a,x -{-h, 11 

(5) , 
y' = a2X^-%y 

Nehmen wir ferner an, daß der Z-Aehse [y = 0) die X'-Aehse 
{y' = 0) entspricht, so muß (^g = sein und wenn in gleicher 
Weise auch die Y- und T"'- Achse einander zugewiesen sind, 
so gewinnen wir für die affine Beziehung folgende einfachste 
Form der Darstellung: 

(6) x' '^ a • X y' =b • y 

Dabei beziehen sich die Koordinaten auf zwei beliebige 
schiefwinkHge Koordinatensysteme. Wir könnten übrigens 
auch zwei rechtwinklige Achsenkreuze benutzen. Denn 
die Strahlenbüschel in entsprechenden Punkten afSner Ebenen 
sind ja auch projektiv und in zwei projektiven Strahlen- 
büscheln gibt es immer ein Paar entsprechender rechter 
Winliel. 

86. Wenden wir uns jetzt zur Untersuchung der geo- 
metrischen Eigenschaften afHner Systeme. Zu ihrer Bestim- 
mung genügt offenbar die Angabe von drei Paaren ent- 
sprechender Geraden a, i, c, a', h', c', zu denen als viertes 
Paar die beiden unendlich fernen Geraden der Ebenen 
hinzutreten. Dann sind auch die Ecken dieser beiden Drei- 
ecke einander zugewiesen und in diesem Sinne kann man 
also auch drei Punktpaare beliebig annehmen. 

Die beiden unendlich fernen Geraden der affinen Felder 
tragen als entsprechende Gebilde projektive Punktreihen d. h. 
jedem unendlich fei'nen Punkte entspricht wieder ein im- 
endlich femer oder jeder Eichtung wieder eine Richtung. 
Wii' drücken dies aus durch den Satz: 
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In affinen Ebenen entspriclit einem Büschel von 
Parallelstralilen wieder ein dazu projektiver ParaUel- 
strahlenbäschel . 

Die Punktreihen auf ii^end zwei einander entsprechenden 
Geraden der affinen Felder sind infolgedessen älinlich. 

Durchläuft ein Punkt in der einen Ebene eine voll- 
ständig im Endlichen gelegene Kurve, so kann auch die 
Bahn des entsprechenden Punktes nicht ins Unendliche 
gehen, muß also ebenfalls ganz im Endlichen verlaufen. 
Einer Ellipse z. B. entspricht also wieder eine Ellipse oder 
gegebenen Falles etwa ein EJ-eis, einer Hyperbel oder Parabel 
wieder eine solche Kurve. 

Begrenzt eine geschlossene Kurve in dem einen Felde 
einen Mächeuinhalt, so gilt das Gleiche von der ebenfalls 
geschlossenen Kurve im anderen Felde, Solche entsprechende 
Flächeninhalte stehen, wie jetzt gezeigt werden soU, in 
einem unveränderlichen Verhältnis. 

Zu diesem Zwecke sei zunächst ein Dreieck P, Pg P^ 
in der einen Ebene beliebig angenommen, T(T^P( möge 
das entsprechende Dreieck in der andern Ebene sein. Die 
Koordinaten der Ecken bezeichnen wir bezw- mit x^, p^, 
^2,1/2, «^aiVa und x(,y(, xi,y{, xi^yi, wobei 
x[ = axi x4=a Xi %' = ß % 
y[ == l y( yi ^ bpi J/a = & ps 

Nach bekannten Formeln ist dann 



2 z! P[ P;, Pa = sin a \x„ p.^ 1 



x{ yl 1\ 
2^Pi'PsP3 = sina' x( yi l\ 



"l 


Vi 


1 


X, 


</! 


1 


^3 


•'s 


1 
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Dabei bedeuten a und «' die Winkel der betreffenden Ko- 
ordinatenachsen, Durch Division folgt: 

AP(P{Pi~ ah-siaa' 
Die rechte Seite enthält die Koordinaten der betrachteten 
Punkte überhaupt nicht mehr, sondern bloß die Konstanten, 
die durch die Wahl der beiden Koordinatensysteme be- 
dingt wai'en. Das Verhältnis der beiden Dreieeksinhalte 
muß aber unabhängig sein von der Lage der beiden Ko- 
ordinatensysteme, also ist der Ausdruck: 



überhaupt eine Konstante c und hat den gleichen Wert, 
wenn man ihn für irgend zwei entsprechende Punkte und 0' 
und entsprechende Gerade der affinen Ebenen bildet. 

Auch eine rein geometrische Deutung der Konstanten c 
läßt sich in folgender Weise gewinnen. Tragen wir von 
aus auf der X- und IT- Achse je die Streckeneinheit ab, so 
erhalten wir die Punkte X^ und Y^,. Dem Dreieck OX^ Y^ 
entspricht dann ein Dreieck 0' Xo lo mit den Seiten a und 6. 
Die Konstante c gibt das VerhältEis der Flächeninhalte 
dieser beiden Dreiecke und es ist: 

_ A OXq Yq _ APiPgP j 
'' ~ A O'Xo' To' ~ AFiPiPi 
Man ist aber im stände, diese Eigenschaft affiner Ebenen 
noch weit allgemeiner auszusprechen. 

Denken wir uns irgend eine geschlossene Kurve in der 
einen Ebene, welche einen Flächeninhalt f begrenzt (z. B. 
in Fig. 28 den durch gehenden Kreis) und es sei f der 
von der entsprechenden Kurve begrenzte Flächeninhalt; 
in der Figur ist diese Kurve eine Ellipse, 

Der Inhalt f wird dargestellt durch eine Summe oder 
das Integral 

f-jif 

wobei df des Differential der Fläche f, also als ein unend- 

Kch kleines Dreieck betrachtet werden darf. Es ist aber auch 

df=cdf 
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144 V- Die projektiven Tranaformationen auf verscbie denen Tragern. 
wenn äf das Differential der Fläche f, mithin überhaupt 

f=c.r 

d. h. in affinen Feldern stehen, die Flächeninhalte, die von 
entsprechenden Kurven begrenzt werden, in konstantem Ver- 
hältnis. 




In der Fig. 28 ist die Ellipse gezeichnet, in welche 
durch die affine Verwandtschaft 

der im ersten System gezeichnete Kreis ti-ansformiert wird. 

Dagegen stehen zwei beliebige, entsprechende Strecken 

affiner Felder in einem Verhältnis, das noch von der 
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Lage der sie tragenden Geraden d. h. von deren Kich- 
timgen abhängt. Für die X- und X'- Achse z.B. hat das 
Verhältnis zugeordneter Strecken den Wert a. Nehmen 
wir aber irgend eine Strecke FQ, welche parallel der X-Adise 
verläuft, so ist die entsprechende Strecke F'Q' parallel der 
X'- Achse. Zieht man durch die Endpijnl^:te P und Q Pa- 
rallele zur F-Achse, so entsprechen ihnen die Parallelen 
durch F' imd Q' zur F'-Ächse und man erkennt leicht, 
daß auch 

Für jede Parallele zur X-Achse ist also das Verhältnis 
entsprechender Strecken ebenfalls = a. Da die X- und 
X'- Achse als irgend zwei entsprechende Gerade der affinen 
Ebenen betrachtet werden dürfen, so gilt dieser Satz fflr 
jedes Büschel von Parallelstrahlen, d. h.: 

In afßnen Ebenen stehen Strecken, die auf pa- 
rallelen Geraden liegen, zn den ihnen entsprechenden 
Strecken in gleichem Verhältnis, das für alle Strahlen 
des Parallelstrahlenbüschela das nämliche bleibt. 
Zu zwei einander entsprechenden Eichtungen gehört 
je ein Wert dieses Verhältnisses. 



Gleichheit und Ähnlichkeit ebener Systeme. 

87. Die Konstante c, welche das Verhältnis ent- 
sprechender Fläeheninhalto in affinen Feldern gab, kann 
speziell auch den Wert 1 annehmen, wenn nämlich 

j""." , = 1 
ab sma 

Dann sind entsprechende Figuren flächengleich und dies 
gilt auch noch für die kleinsten Teile und für jede Zer- 
legung, während die flächengleichen Figuren der Elementar- 
geometrie in gleicher Weise zerlegt, nicht wieder in flächen- 
gleiche Teile zu zerfallen brauchen. Solche Systeme heißen 
„affin-gleich" und wir erhalten dieselben, wenn wir die 
zur Bestimmung der Affinität nötigen Dreiecke AJB und 
A' B' C als flächengleich voraussefaen, so daß also 
AABC^l\A'B'C' 
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Endlieh kÖDneii wir fragen, ob es afline Felder gibt, in denen 
nicht nur die Fläelieninbalte entsprechender Figuren, sondern 
auch entsprechende Strecken in einem vom Orte unab- 
hängigen, konstanten Verhältnis stehen. Dann ist jedenfalls 

a = b 

Ii^end zwei entspreehendo Dreiecke müssen ähnlich sein, 
so daß zwei beliebige Gerade und iliro entsprechenden den 
gleichen "Winkel eiuBchließen. Mit Zugrundelegung zweier 
reehtwiukligen Koordinatensysteme werden solche Felder 
dargestellt durch die Gleichungen; 

(7) x'=ax y'^ay 

Die Systeme heißen „ähnlich": sie sind nur dem Maßstab 
nach verschiedeu. Entsprechende Strecken stehen im Ver- 
hältnis a, entsprechende Flächen im Verhältnis ß^. 
Nehmen wir a = 1 , so geben die Formeln : 

(8) x'=x y' = y 

kongruente (identische) Systeme. 

88. Es erübrigt noch anzugeben, von welobei' Mannig- 
faltigkeit diese Verwandtschaften im Einzelnen sind. Die 
Gleichungen (1) der Affinität (85.) enthalten sechs wesenthche 
Konstanten, so daß die Mannigfaltigkeit der affinen Be- 
ziehungen eine sechsfach unendliche ist. Geometrisch erkennt 
man dies aus dem Umstände, daß zwei aiflne Felder durch 
drei Paare entsprechender Geraden bestimmt waren. Die 
Angabe eines Paares entsprechender Elemente (Punkte oder 
Gerade) zählt aber für zwei Bedingungen, Für affin-gleiche 
Ebenen ti^tt noch eine weitere Bedingung hinzu, die Mamiig- 
faltigkeit ist eine fünffach unendliche. In der Tat können 
wir das eine Dreieck ^^ Oganz, und von dem entsprechen- 
den Dreieck zwei Punkte A' und B' nach Belieben an- 
nehmen; die Ecke C muß dann, wegen der Gleichheit der 
Dreiecke, auf einer Parallelen zu A' S' ihren Platz finden. 
Bei ähnUchen Systemen genügt die Angabe von zwei Paaren 
entsprechender Punkte, um auch konstruktiv zu jedem dritten 
Punkte den entsprechenden festzulegen. Gibt man sich in 
kongruenten Systemen ein Paar entsprechender Punkte, 
so muß der einem zweiten Punkte entsprechende auf einem 
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Kreise angenommen werden. Demnach finden wir folgende 
^usammenstellnng: zwischeß zwei ebenen Systemen gibt es 

oo* allgemeine Kolline ationen oder Koirelationen ; 

oo^ Affinitäten; 

oo^ Affin-gleiche Beziehungen; 

CO* Ähnlichkeiten; 

oo^ Kongruente Beziehungen. 

89. Aus dem Strahlenbnnde! lassen sieh die speziellen. 
Fälle der Kollineation ableiten, wenn man entweder den 
Mitteipunkt des Bündels oder die Schnittlinie der beiden 
Ebenen in besonderer Weise wählt. So schneidet ein Pa- 
rallelstrahlenbündel aus zwei beliebigen Ebenen affine Systeme 
aus, die sieh überdies in perspektiver Lage befinden. Nimmt 
man die Ebenen auseinander, ohne die Zuordnung der Ele- 
mente zu ändern, so bat man zwei Ebenen in affiner Be- 
ziehung. Doch könnte man daraus nicht die Affinität defi- 
nieren. Denn man zeigt leicht, daß sich zwei nach unserer 
allgemeinen Definition affin aufeinander bezogene Felder 
nicht immer auch umgekehrt in perspektive Lage bringen 
lassen. 

Projiziert man insonderheit ein ebenes System orthogonal 
in eine andere Ebene, so erhält man affine Felder, wie sie 
in der darstellenden Geometrie häufig auftreten. Das Ver- 
hältnis der Flächeninhalte entsprechender Figuren wird dann 
durch den Kosinus des Neigungswinkels der beiden Ebenen 
ausgedrückt. 

Ahnliche Felder ergeben sich z. B. als Schnitte zweier 
parallelen Ebenen mit einem Strahienbündel, sie gehen 
in kongruente über, wenn der Mittelpunkt des Bündels 
unendlich fern angenommen wird u, s. f. 

Ähnliche und kongruente Systeme lassen sich immer 
in Perspektive I-age bringen. 



Die kollineare Beziehung in der Umgebung 
entsprechender Punkte. 

90. Ist eine kollineare Beziehung gegeben durch die 
Gleichungen '(16) von 78., so wollen wir jetat nicht die 
beiden Felder in ihrer ganzen Ausdehnung ins Auge fassen. 
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148 V. Die projektiven Transformationen auf veraohiedenen Trägern. 

sondern uns auf zwei einander entsprechende Punkte [x, y), 
{x\ y') und auf deren nächste Nachbarschaft beschränken. 
Ein dem Punkte {x, y) benachbarter Punkt hat die Koordi- 
naten X + äx, y -\-dy und es wird ihm ein Punkt x'-\-dx', 
y' -\- dy' entsprechen, so daß zwischen den Inkrenienten dx, dy, 
dx',dy' die Beziehungen bestehen 

{a^x-\-\y-\-c^{a^üx-^\dy) — {(.i^x-\-\y-^c^{a.id£c-\-\dy) 
^ (Osai + fegy + Ca)^ '^ — — 

,^ {a^x-\-h0-^c^{a^äx^A}^dy) — {(^X'\-h0^c^{a^d^-^\dy) 
^ Ka^ + ^sy + Cs)^ 

Setzen wir dx = $, dy = rj, dx' = t', dy' = i^', so nehmen 
diese Gleichungen die Form an; 

Dabei sind die Größen Ä und B Funktionen von ^c, 
)/, welclie also für die Betrachtung der beiden kleinen 
Gebiete denselben Wert beibehalten. Wir haben demnach 
eine Transformation vor uns, wie sie in 85. durch die 
Relationen (5) charakterisiert wurde, d. h. eine Afiinität, so 
daß daraus folgt: 

Beschränken wir uns in einer Kollineation auf 

die nächste (unendlich kleine) Umgebung zweier 

Punkte, so kann die kollineare Beziehung in 

diesen kleinen Gebieten durch eine AfSnität ersetzt 

werden. 

Wenn wir also durch die Netzkonstruktion (83.) zwei 

schon kleine, einander entsprechende, etwa dreieckige Maschen 

konstruiert haben, so können wir innerhalb dieser Maschen 

statt der KoUineation die Affinität benutzen, welche durch 

die beiden Dreiecke bestimmt wird. 

Wir fügen hier noch folgende allgemeine Bemerkung 
bei, Ist überhaupt eine Punkttransformation zwischen zwei 
Ebenen gegeben: 

,g| x'^(p(xy) 

x'=^if>lxy) 
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§ 15. Spezielle Fälle der kollinearen 

SO ■werden wir im allgemeinen annehmen, daß die q? imd tp 
differenzierbare Funktionen ihrer Argumente sind: wir können 
folglich bilden: 

die' ^ ^äx + ^dy 
dx dy ^ 

äy -j^dx + j^äy 

und 

tlip Syf dy 

dy' dx Sy- dx 

dx' Sip dcp dp 

dx dy dx 

Halten wir wieder einen Pimkt (x, y) mid den ihm 
entsprechenden {x', ■y') fest, so sind die partiellen Ableitangen 

Konstante, die -^ und ~; bestimmen Richtungen durch 

ax dx 

diese Punkte. Da die letzte Beziehung aber eine bilineare 
ist, so folgt: 

Bei einer jeden durch differenzierbare Gleichungen (9) 
gegebenen Punlrttransformation bilden entsprechende llich- 
" 1 entsprechenden Punkten projektive Strahlen- 



Ferner können wird das frühere Resultat von 68. jetzt 
noch schärfer formulieren wie folgt: 

Jede durch dif f enzierbare Gleichungen gegebene Pimkt- 
transformation zwischen zwei Ebenen, welche Gerade in 
Gerade übei-fubrt, ist eine Kollineation. 

Ein Analogen zur AJHnität kann man in der Geometrie 
des Bündels nicht angeben. Denn im Bündel existiert keine 
Ebene, die zum Absoluten in einer solchen Beziehimg steht 
wie die unendlich ferne Gerade eines Feldes. Dagegen 
können zwei Bündel zur unendlich fernen Ebene perspelrtiv 
Hegen: entsprechende Strahlen und Ebenen derselben laufen 
dann parallel und die Bündel lassen sich durch eine Parallel- 
verschiebung zur Deckung bringen. Sie sind also „kongruent". 
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150 ^I- Diö projektiven TroDEformationen auf dem gleichen Trflger. 
VI. Kapitel. 

Die projektiven Tiajisformationen auf dem 
gleielien Träger. 

§ 16. D!e kolliueai'c BezieliuBg der Grundgebilde 
zweitei' Stufo auf sich selbst. 

Übersicht der möglichen Fälle. 
91. Die Träger zweier kollinear aufeinaader bezogener 
Grundgebilde zweiter Stufe können auch zusammenfallen: 
dann wird das Grundgebilde z. B. das ebene Feld kollinear 
iu sich selbst transformiert. Die Koordinaten Xi und afi 
entsprechender Punkte P und P' der gewissermaßen doppelt 
zu denkenden Ebene beziehen sich entweder auf zwei ver- 
schiedene Koordinaten Systeme oder auf das gleiche. Im 
ersten Falle ist diese Kollineation darstellbar sowohl durch 
die allgemeinen Gleichungen (7) von 68. als auch durch die 
speziellen Gleichungen (2) von 65. Legt man dag^en nur 
ein Koordinatensystem für die Xi und x'i zu Grunde, so geben 
lediglich die Gleichungen (7) eine wirtliche fcollineare Trans- 
formation. Denn die Gleichungen (2) ordnen unter dieser 
Voranssetzung jedem Punkte P den gleichen Punkt als P' 
zu, so daß die kollinearen Systeme in identische über- 
gehen. Dadurch werden wir veranlaßt, zu untersuchen, ob 
es in kollinearen System auf dem gleichen Träger einzelne 
Elemente gibt, die sich mit den ihnen entsprechenden ver- 
einigen. Dieselben mögen als Doppelelemente bezeichnet 
werden. Bei kolHnearen Systemen der gleichen Ebene smd 
also Doppelpunkte und Doppelgerade denlibar. 

Aus der obigen Überlegung folgt aber ohne weiteres; 

Haben zwei kollioeare Systeme in der gleichen 

Ebene vier Punkte oder .vier Gerade, welche sich 

in allgemeiner Lage befinden, entsprechend gemein, 

so sind die beiden Systeme identisch, d. h. jedey 

Element liegt mit dem entsprechenden vereinigt. 

In der Tat steht e& uns ja frei, diese vier Punkte 

oder Geraden als Koordinatfn System zu benutzen und die 

koUiuearen Felder durch die Gleichungen (2) darzustellen. 
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Demnaeh kaun die Zahl der möglichen Doppelelemente 
in kollinearen Systemen 0, 1, 2 oder 3 sein. Wie man die- 
selben ermitteln hani), soll folgende geometrische Kon- 
struktion der Doppelpunkte kollmearer Felder zeigen. 

Sind L und L' zwei entsprechende Punkte zweier kolh- 
nearen, der gleichen Ebene angehörenden Systeme, so ent- 
spricht jeder Geraden durch Jj eine solche durch L', d. h. 
die Punkte L und L' tragen projektive Strahlenbüschel, 
Bringt man jeden Strahl mit dem entsprechenden zum Schnitt, 
so erfüllen alle diese Pimkte einen Kegelschnitt, der dureli 
L und L^ hindiu'chgeht und kurz mit [L-L'] bezeichnet 
werden möge. Irgend zwei andere entsprechende Punkte M, 
M' erzeugen in der gleichen Weise einen Kegelschnitt 

tMM']. Dem Verbindungsstrahl LM entspricht die Ver- 
)indungsgerade L' M' und durch den Schnittpunkt U dieser 
beiden Geraden gehen die beiden Kegelsehiiitte hindurch. 
Ist nun aber X ein weiterer, nicht mit U identischer 
Schnittpunkt der beiden Kegelschnitte [LL"] und [JlfJlf'], 
so entsprechen den Strahlen LX, MX in der Koümeation 
die Strahlen L'X, M'X und folglich entspricht auch dem 
Schnittpimkt der erstgenannten Strahlen der des zweiten 
Strahlenpaares oder m. a. W. der Pimkt X entspricht sich 
seihst, ist ein Doppelpunkt der kollinearen Felder. 

Da die beiden Kegelschnitte [Li'] und-[,3fJf'] sich 
außer in JJ noch in drei Punkten schneiden, so haben wir 
damit die Doppelpunkte der Systeme konstruierte 

Daß endlich die Maximalzidil von drei getrennt liegenden, 
reellen Doppelpunkten auch wirklich erreicht wird, zeigen 
wir, indem wir von diesen Doppelpunkten ausgehend eine 
Kollineation bestimmen. 

92. Durch die Angabe von vier Paaren entsprechender 
Punkte war (67.) eine Kollineation eindeutig bestimmt: es 
hindert uns nichts, A mit A', B mit B', G mit C zusammen- 
fallen zu Jassen, während D und D' beliebig angenommen 
werden. Dann ist (Fig. 29) das Netz AB CD und ebenso 
das Neta A'B'C'B' und damit auch die Kollineation voll- 
ständig festgelegt. Jeder der drei Doppelpunkte, z, B. A 
erscheint als Träger eines Strahlenbüschels, der Mittelpunkt 
A' des entsprechenden Strahlenbüschels fällt wieder nach 
A. Die Doppel strahlen dieser projektiven Strahlenbüschel 
sind die Strahlen von A nach B und nach C, mid in ihnen 
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erkennt man gleiclizeitig zwei Doppelgerade der Verwandt- 
schaft. Durch jeden Doppelpunkt gehen zwei Doppelgerade 
und jede Doppelgerade verbindet zwei Doppelpunkte. Ganz 
in der gleichen Weise trägt jede Doppelgerade projektive 
Punktreiben, als deren Doppelpunkte die Doppelpunkte der 
KoUineation auftreten. Das von den Doppelpunkten gebildete 
Dreieck ABC heißt das Hauptdreieek der Kollineation. 
Beziehen vdr auf dasselbe und auf einen beliebigen 
Einheitspunkt sowohl die x^ als auch die Xg, so wird die 
kollineare Beziehimg gegeben dureh die Gleichungen 

Projiziert man iigend zwei entsprechende Punkte P, P' 
der beiden Felder (wie z. B. die Punkte D, D' der Pig. 29) 
aus den Ecken des Hauptdreieekes auf dessen Seiten, so 
erhält man in dessen Ecken und auf den Seiten Projektivi- 




täten, die be?,w- durch die Konstanten j'j, j.2, j.^ charakterisiert 
sein mögen. Trifft femer die Verbindungslinie PP' in A, 
B, C die Dreieckseeitßn (in Fig. 29 ist D mit I)' ver- 
bunden), so gelten die Beziehungen 

i, - {B CFi P{) _ (C B Fl") - ^ 

(2) ;,_(6MP,P/)_(ACPP')_^ 

is_(jl_BPjP,')-(BAPP') -3i 

«32 
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§ 16. Die kollineare Bezieliung der Grundgebilde u. s f. 153 
Dies folgt aus den Gleichungen (1) von 16,, wonach 



.sowie aus Gleichung (10) von 5. 

Die drei Zahlen ^\, j^, jg heißen die Livariiiuten der 
KoDineation; zwischen ihnen besteht der ZuBammenhang 

Zwei derselben sind beliebig wählbar; sie bestimmen in 
Verbindung mit dem Hanptdreieek die ganze Beziehung. 
Dies zeigt auch ein Vergleich mit Kg. 5. 

93. Halten wu- in Fig. 29 A, S, G sowie B fest, 
während D' sieh über die Ebene hinbewegt, so entspricht 
jeder Lage von B' eine bestimmte Kollineation. Es steht 
mm nichts im Wege, B' aiif einer der drei Linien B A, 
BB, BC z.'B. auf JD G anzunehmen. Dann erhält aber der 
StrAlenbüsehel drei Doppelstrahlen, da ]etz\, auch B 
mit dem entsprechenden Strahle B' C vereinigt ist: mithin 
muß jeder Strahl dieses Büschels mit dem ihm entsprechenden 
sich decken. Eine unmittelbare Folge davon ist, daß auch 
jeder Punkt der Doppelgeraden AB mit seinem entsprechen- 
den zusammenfällt. I& treten also unendlich viele Doppel- 
punkte, die eine Gerade (_AIB) erfüllen, und gleichzeitig 
unendlich viele Doppelstrahlen, welche einen Biiscbel 
G bUden, in der Kollineation auf. Die bei einer kolliuearen 
Beziehung auf dem gleichen Träger möglichen Fälle lassen 
sich demnach wie folgt unterscheiden: 

a) Doppelelemente treten nur in endlicher Zahl (dis- 
kret) auf; 

b) Es gibt unendlich viele Doppel demente, welche 
zwei Grundgebüde erster Stufe erfüllen. 

Nachdem auf diese "Weise geometrisch ein Überblick 
"über die möglichen Fälle gewonnen ist, woUen wir dieselben 
.aus den allgemeinen Formeln der koUinearen Transformation 
ableiten. 
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154 ^I' -Diö projektiven Transformationen auf dem gieicten Träger, 



Die Kollineation mit einer endlichen Zahl von 
Doppeleleraenten. 

94. Beziehen sich die Koordinaten Xt und x, auf das 
gleiche Koordinatensystem und ist eine Kollineation gegeben 
durch die Gleichungen 

Q X{ = a^^X^-\- fflj2 X^ 4- «33 % 

so gilt für einen Doppelpunkt die Beziehung 

Xi'= flXt 

Führen wir diese Werte in die Gleichungen (4) ein, so 
erhalten wir, wenn für p/t wieder q geschrieben wird 

Kl — e)^ + <ha^2 + «153:3 = 
(5) flaia^i + (ßäa — q)^^ + «23% =0 

chx^i + <^3S^a + («33 — ?)^ = 
Diese drei homogenen Gleichungen liefern für die Xi eine 
endliche Zahl von Werten immer und nur, wenn die Deter- 
mimnte des System- verschwindet, d. h. wenn man hat 



Eit-nickelt mi le eile nach Potenzen von q, 
result cit f i d e Gl lehi 1 g dritten Grades 



(O 
Dabei ist 



+ Ai o + Ij e + ^3 = 



A = "U + «32+ %3 
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Die Oiii sind wieder die ünterdeterreinanten, welche in 
der Determinante der Substitution zu den aa gehören. 

Jede Wurzel der Gleichung (6) liefert in das System 
der Gleichungen (5) eingesetzt einen Doppelpunkt der Kolli- 
neation, der reell oder imaginär sein wird, je nachdem die 
AVurzel reeU oder imaginär ist. Nehmen wir also an, daß 
die Gleichung (6) drei reelle Wurzeln q^, q^, q^ besitzt, so 
ergeben sieh dementsprechend drei Doppelpunkte X^, X^, X^. 

95. Um femer die Doppelgeraden der kollinearen Be- 
ziehung zu ei-mitt«ln, gehen wir aus von der transponierten 
Substitution (68.): 

ß^i = «u^i + «si^a + ßsifa' 

(7) e^S = »12 ^1 + «22 ^2 + «32 ^3 

Aus der Bedingiuig 

f, = l^ic' 
ergibt sieh dann genau die nämliche Gleichung (6). Die 
drei Wurzeln q^, q^, q^, derselben bestimmen also, wenn sie 
alle drei reell sind, auch drei Doppelgerade x^, x^, %. Die 
Lagenbeziehung der drei Doppelpunkte imd drei Doppel- 
geraden ist leicht aufEuldären; Berechnet man zu einem 
Wurzelwerte g^ aus dem System (5) den zugehörigen Doppel- 
punkt X^, sowie zu einer Wurzel gj aus dem entsprechenden 
System in Linienkoordinaten die zugeordnete Doppelgerade x^ , 
so finden wir durcii Multiplikation der Gleichungen (5) mit 
1^1, ^2, Ig und der anderen Gleichungen mit — a^i, — x^, 
— x^ sofort 

fe — ft) (^1^1 -H iCsfa + a^3f8) = 

Wenn folglich 

Pi + ea 

so wird der zweite Faktor verschwinden, d. h. X-^ liegt auf 
aig- Je zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Doppel- 
elemente liegen mitliin in einander, x^ enthält X^ und X^ 
u. s. £. Je zwei Doppelelemente, die aus gleichen AVurzel- 
werten hervorgehen, liegen aus einander. Damit haben wir 
wieder das I&uptdreieck X^ X^ X^ mit den diesen Ecken 
gegenüberliegenden Seiten a^, x^, x^ abgeleitet. Wird das- 
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selbe als Koordiiiatendreieck gewählt, so kommen wir auf 
die früliere Dai-stellmig durch die Gleioliiingen (1) von 92, 
zurück. 

Nun brauchen allerdings nicht alle drei Wurzeln der 
Gleichung (6) reell zu sein: eine i-oelle aber ist stets vor- 
handen. Es folgt daraus, daß bei einer KoUineation 
ein Doppelpunkt und eine nicht durch ihn gehende 
Doppelgerade unter allen Umständen reell existieren. 

Sind die beiden übrigen "Wurzeln der Gleichung (6) 
imaginär, so gehen durch den einen reellen Doppelpunkt 
zwei imaginäre Doppelgerade und die eine reelle Doppel- 
gerade trägt zwei weitere imaginäre Doppelpunkt«. Dies 
sind wieder die Doppel demente der in den betreffenden 
Gebilden liegenden Projektivitäten. 

Als ein spezieller Fall wird es zu betrachten sein, wenn 
z. B. zwei reelle Ecken des Hauptdreiecks und damit auch 
die zwei Doppelgeraden dm'ch die gegenüberliegende Ecke 
zusammenfallen. Darauf soll nicht weiter eingegangen werden. 



Affine, ähnliche, kongruente Systeme. 

96. Trägt eine Ebene affine Systeme, so wird die 
unendlich ferne Gerade derselben in sich übergeführt, also 
fallen jedenfalls zwei Doppelpunkte ins Unendliche. Der 
unendlich fernen Doppelgei-aden ist femer ein im Endlichen 
gelegener Doppelpunkt zugeordnet. 

Derselbe läßt sich durch lineare Konstruktionen er- 
mitteln, indem wu' die Eigenschaft affiner Felder benutzen, 
einem Pai'allelstrahlenbüachel wieder einen dazu projektiven 
Parallelstrahlenbüschel zuzuordnen. Beide Büschel haben 
aber die Verbindungslinie der Mittelpunkte, nämlich die 
unendlich ferne Gerade, entsprechend gemein, sind also über- 
dies perepektiv, so daß entsprechende Strahlen sich auf 
einer Geraden, der Perspektivitätsachse, begegnen. Kon- 
struiert man aber für zwei Paare entsprechender Parallel- 
strahlenbüschel diese Achsen, so ist ihr Schnittpunkt, wie 
man sofort erkennt, der im Endlichen gelegene Doppelpunkt 
der affinen Systeme. (Vergl, auch 91.) 

Sind diese durch die Dreiecke ABC und A'B' C 
bestimmt, so entspricht dem Strahle BO der Strahl S' C 
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uod der Parallelen durch Ä zu BG ist zugeordnet die 
Parallele durch A' zu B' C. Damit läßt sich die Perspek- 
tivitätsachse zeichnen, welche zu den Richtungen BC und 
B'C gehört. Die gegebenen Dreiecke liefern demnach drei 
solche Achsen, als deren gemeinsamer Schnittpunkt sich 
der im Endlichen gelegene Doppelpimkt der affinen Systeme 
ergibt. Die durch nach den unendlich fernen Doppel- 
punkten laufenden Doppelgeraden können wie die orstcren 
reell oder imaginär sein. 

Sollen die Systeme ähnlieh sein, so müssen wir von 
zwei ähnliehen Dreiecken ABC und A'B'C ausgehen. 
Durch die Beihenfolge ABC bezw. A'B'C werden zwei 
Drehungsainne in der Ebene festgelegt. Die Systeme heißen 
gleichsinnig ähnlich, wenn diese Sinne übereinstimmen 
(Fig. 30), dagegen ungleiehsinnig ähnlich, wenn beide 
Sinne entgegengesetzt gerichtet sind (Fig- 31). 




Im ersten Falle tragen entsprechende Punkte der beiden 
Felder projektive Strahlenbüschel, die im gleichen Sinne 
laufen und kongruent sind, da ja irgend zwei Gerade den 
gleichen Winkel einsehließen wie die entsprechenden. 

In E^. 30 ist nach der oben angegebenen Methode 
der im Endlichen gelegene Doppelpunkt der gleichsinnig 
ähnlichen Systeme gezeichnet. Die in vereinigten projek- 
tiven , gleichlau fenden, kongi-uenten Strahlenbüschei Hrfem 
als Doppelstrahlen nach 57., die Linien nach den imaginären. 
Kreispunkten; es folgt also: 
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Gleichsinnig -älmliche Systeme in einer Ebene 
besitzen einen im Endlichen gelegenen reellen Doppel- 
punkt und als reelle Doppelgerade die unendlich 
ferne Gerade. Die übrigen, imaginären, Doppcl- 
elemente sind die unendlich fernen Kreispunkte und 
die von dem reellen Doppelpunkt aus nach ihnen 
gebenden Geraden. 
Der Punkt hüdet mit enl sprechenden Punkten der 
Ebenen älmliche Figuren, so daß z, B, 

AOAB^AOA'B' u. s. f. 
Eine Drehung um den Winkel ÄOÄ' bringt das eine 
ftem in Perspektive Lage zu dem zweiten. 
Sind die Systeme ungleichsinnig ähnlich (Fig. 31), 
so läßt sich der Doppelpunkt auf die gleiche Weise kon- 
struieren. Die in ihm vereinigten kongruenten Strahlen- 
büschel laufen jetat aber nach entgegengesetzten Richtimgco 
und liefern also zwei reelle, auf einander senkrechte Doppel- 
Strahlen m und n. In diesem Falle gehen durch den im 
Endlichen gelegenen Doppelpunkt stets zwei reelle Doppel- 
gerade, welche im Verein mit der nnendlieh fernen Geraden 
das Hauptdreieck bilden. 

Zeichnet man sich kongiiiente Dreiecke ABC und 
A'B'C, so werden die dadurch bestimmten Systeme kon- 
gruent und sie können wieder gleichsinnig oder ungleich- 
sinnig sein. 

Bei der ersten Voraussetzung (Fig. 32) laßt sich der 
eine reelle Doppelpunkt wieder auf die gleiche Art kon- 
struieren. Derselbe ist aber überdies der gemeinsame 
Schnittpunkt aller Mittelsenkrechten, die man auf den 
Strecken AA', BS', CC u. s. f. errichten kann. Eine 
Drehung um den Winkel AOA' bringt die Systeme zur 
Deekimg. 

Sind ungleich sinnig kongruente Systeme gegeben (Fig. 33), 
so gewinnen wir über die Doppelelemente auch durch folgende 
einfachere Betrachtung einen Aufschluß. Es sei nämlich m 
eine im Endlichen gdegene Doppelgerade des Systems, so 
muß sie jedenfalls mit entsprechenden Geraden, z. B. AB 
vmd A'B', gleiche Winkel bilden. Fällen wir also von den 
Punkten A und A' aus Lote auf m, so entsprechen sich 
dieselben und ihre Fußpunkte. Also sind die Lote gleich 
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lang, woraus weiter folgt, dalä m durch die Mitte A der 
Strecke AA' hindurchgeht. Eine Doppelgerade finden -wir 




demnach, wenn wir die Mitten der Strecken AA', BB', 
CC , . . . verbinden. Der unendlich ferne Punkt 0' von m 
ist als Schnittpunkt mit der unendlich fernen Geraden sieher 




ein Doppelpunkt; es Mit mit ihm aber auch der zweite 
auf M« vorhandene Doppelpunkt zusammen. Denn wäre auf )Ji 
noch ein Doppelpimlit X vorhanden, so hätte man: 

XA = XA' XB^XB' 11. a. f. 
was nicht möglich ist. 

Auch die zweite Doppelgerade durch vereinigt sich 
infolgedessen mit der imcndlich fernen Greraden. 
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Will man die Systeme nur Deckung bringen, so kann 
man die Ebene zuerst um m um 180'' drehen, wodurch das 
Dreieck ABO in die Lage A"B"C" gelangt. Dann ist 
nooh eine Parallelverschiebimg in der Richtung von m um 
die Strecke A" A' auszufüliren. 

Die Kollineation mit unendlich vielen 
Doppelelementen. 
97. Wir wenden uns jetzt au dem zweiten Falle der 
kollinearen Beziehung, wo unendlich viele, auf einer Geraden 
angeordnete Doppelpunkte vorhanden sind. Dann muß notr 
wendigerweise eine Wurzel g = »■ der Gleichung (6) existieren 
derart, daß für dieselbe die drei Gleichungen (5) sieh auf 
eine einzige reduzieren, welche diese Linie der Doppelpunkte 
vorstellt. Ist also diese Gerade gegeben durch: 

a^ x^ + a^ 3^3 + «3 ajg = 
so gehen die Gleichungen (5) aua ihr etwa dadurch hervor, 
daß man diese Gleichung mit drei Zahlen ^^, ß^, ß^ multi- 
pliziert. Dies bedingt aber weiter folgende Zusammensetzung 
der Koeffizienten a^i der Kolhneation: 

fhl — »" = A "^l %3 = ßi. "a "^13 ^ A ^3 

«31 = (33«1 %2 = ÄÖ2 as3 — ^ = ß3<^-i 

und die Gleichungen der Kollineation werden: 

(8) gxi =rx^ + ß^ {a^x^ + «3^3 + a^x^) 
Qxl= rx^-\- ^3(01^1+ «2 3^3 + Cla^g) 

Die Gleichungen (7) der transponierten Substitution 
nehmen femer für die obigen Werte der Koeffizienten «ft 
die Form an: 

Q^i = rH+o.,{ß,^(-\- ß^i{ + ß^U) 

(9) 9^2 - rS^+ aä(Ali + Afs'+ ß^H) 
Sh = rU+a^iß.H + ß^H+ß^H) 

Aus ihnen erkennt man direkt, daß 
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ein Doppelpunkt von der Eigenacliaft, daß alle durch ihn 
hindurcl^henden Strahlen sich selbst entsprechen. Seine 
Punktkoordinaten sind ßy, ßg, ß^. Die Determinante zur 
Berechnung von q wird ferner: 

ftc,, + r-5 fto, ftc, 

/!,a, ß^a^ + r-s fea, 

Ä"i &% &", + '■■ 

oder: 

(10) ((,- r).<e ~-r-(Aa, + /),,.,+ /),«,)> -0 

Es zeigt sich also, daJ3 Q = r eine Doppelwurzel der 
Gleichung dritten Grades -wird; die dritte "Wurzel derselben ist: 

Q=r + ß,a^ + ß^c^ + ß,a, 
Ihr entspricht der Doppelpmikt (ßi, ß^, ßs) bczw. die Doppel- 
gerade {üi, «2, Og). 

98. Um diese Transformation in mögUchst einfacher 
Darstellung zu erhalten, können wir die isolierte Doppel- 
gerade als Koordinatenseite a^ = wählen, was a^ = a^ ^ 
bedeutet, während der isolierte Doppelpunkt in die Ecke A^ 
oder 3^ = 0, iCg = fällt, also ß^=.ß^ = ist. Die Glei- 
chungen (9) verwandeln sich dann in die folgenden: 

(11) QXl = Xi qXs = Xi QXl = CXs 

oder auch: 

(IIa) xl : xi : xi = a^i : a!2 : CX^ 

Sie ergeben sich auch aus den Gleichungen (1) von 92. für 

ßjj = agg. In Linienkoordinaten lauten sie; 

(12) Qh = H Qh - la' qSb = 0^3 

Da übrigens die Form der Gleichungen (8) die der 
Gleichungen (9) bedingt, so ist damit der auch geometrisch 
leicht zu beweisende Satz abgeleitet: 

Enthält eine Kollineation drei in einer Gteraden 
gelegene Doppelpunkte, so daß demnach jeder 
Punkt dieser GJeraden sich selbst entspricht, so 
enthält sie immer auch einen Büschel sich selbst 
entsprechender Strahlen und umgeliehrt. 
"Wir behandeln diese Beziehung nun noch ausführlicher 
im Folgenden. 

Doeilemann, Gsomelriache TransformnHoncn, U 



y Google 



162 VI. Die projektive! Transformationen auf dem glaiclien Träger 



§ 17. Die CentralkoUiueation. 

Bestimmung einer Centralkollineation. 
Die Fluchtlinien. 
99. Die soeben abgeleitete, kollineare Beziehung in einer 
Ebene nennen wir eine „Centralkollineation" (oder auch 
Homologie, ebene Perspektive), die Systeme „perspektiv- 
kollinear" oder kurz „perspektiv" (homolog). Die Gerade, 
welche sich Punkt für Punkt selbst entspi-icht, heißt die 
„Achse", der Mittelpunkt des Strahlenbü seheis der sich 
selbst entsprechenden Strahlen das „Centriuu" der central- 
kollinearen Systeme. 



Den Prozeß der Centralprojektion oder Perspektive 
müssen wir zweimal im Räume zur Anwendung bringen, 
um eine Ebene perspektiv -koüinear auf sich selbst zu be- 
ziehen. Denn projizieren wir (Fig. 34) eine Ebene e aus 
dem. Centmm S auf eine andere Ebene e', so geht ein 
Punkt A in A', ehie Gerade g in g' über. Wählen wir 
sodann ii^end ein zweites Centrum 6^ und projizieren aus 
diesem das ebene System e' wieder auf s zurück, so werden 
A' und g' in A{ und g{ übergeführt, und man erkennt ohne 
daß g und ^/ sich auf der Schnittlinie s von b 
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und e' begegnen, während die Verbindungslinie AÄ{ stets 
läurch den Punkt S geht, in welchem, die Gerade SS^ die 
Ebene e trifft. Demnach sind die Systeme A, A( per- 
spektlv, und es folgt der Satz: 

Projiziert man ein und dasselbe ebene System 
aus zwei verschiedenen Punkten in eine neue Ebene, 
80 erhält man in dieser perspektive Systeme, Die 
Schnittliniö der beiden Ebenen wird die Aci^e, 
der Schnittpunkt mit der Verbindungslinie der 
beiden Pimkte wird das Centrum dieser Central- 
koUineation. 
Von diesem einfachen Satze werden wir später zahl- 
reiche Anwendungen machen, indem wir S^ und auch S ins 
Unendliche fallen lassen. 

Solche Perspektive Systeme in einer Ebene zeigen alle 
Eigenschaften räumlich- perspeküver Ebenen, bieten aber 
außerdem noch den Vorteil einer bequemen, konstruktiven 
Behajidlung. Wir wollen dies näher ausführen und beweisen 
zunächst: 

Eine Centralkoüineation ist vollständig bestimmt 

durch Centrum, Achse und ein Paar entsprechender 

Punkte oder entsprechender Geraden, 

In Eigur 35a oder 35b sei s die Achse, S das Centrum, 

A, A' ein Punktpaar der central-kollinearen Systeme, das 

natürlich auf einem Strahle durch das Centrum S gelegen 

sein muß. Daß die Verwandtschaft dadurch gerade bestimmt 

ist, folgt aus den Betrachtungen von 93., wo wir eine 

KoDineation durch das Hauptdreieck der Doppelpunkte und 

-ein Punktpaar D, B' festlegten. Ging DJ)' durch den 

Doppelpunkt C, so erhielten wir eine Centralkollineation, 

deren Achse AB und deren Centrum G war. 

Um nun weitere Elemente der central-kollinearen Be- 
ziehung zu konstruieren, müssen wir die beiden charakteri- 
stischen Eigenschaften derselben im Auge behalten: 

Je zwei entsprechende Punkte liegen auf einem 
Strahle durch das Centrum; 

Je zwei entsprechende Gerade schneiden sich auf 
der Achse der CentralkoUineation. 
Denn ist X irgend ein Punkt, so entspricht der 
Strahl 8X sich selbst, muß also auch den Punkt Z' tragen; 
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ist X ii^end eine Gerade, so fällt der Schnittpunkt (sx) mit 
seinem entsprechenden zueammen, d, li. x und x' begegnen 
sich auf der Achse s. 

100. Wir lösen nun, ausgehend von dieser Bestimmung 
einer CentrallcoUineationj folgende Aufgaben: 

a) Zu einem gegebenen Punkte oder zu einer 
g-egebenen Geraden das entsprechende Element zu 
konstruieren; 

b) die beiden Fluchtlimen zu zeichnen. 




Ad a) Ist zu einem Punkte B der entsprechende zu 
finden, so verbinden wir B mit dem gegebenen Punkte Ä 
und konstruieren den Schnittpunkt dieser Verbindungslinie 
mit der Achse s. Durch diesen muß auch die Verbindungs- 
linie A'B' gehen, und der Strahl SS schneidet demnach 
aus ihr den gesuchten Punkt B' aus (Kg. 35 a). 

Ist dagegen zu einer beliebig gegebenen Geraden a die 
entsprechende a' zu zeichnen, so verschaffen wir uns durch 
A und A' irgend zwei entsprechende Gerade (z. B. AB 
und Ä'B'). Dem Schnittpuukt von a mit AB entspricht 
der Schnittpunkt von a' mit A'B' , und da a außerdem 
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durcJi den Schnittpunkt (as) gehen muß, so ist diese Grerade 
damit gefunden. 

Wie man vorfährt, wenn die Ccntralkollineation statt 
durch zwei entsprechende Punkte durch zwei entsprechende 
Gerade _(z, B. a und a') festgelegt ist, ergibt sich durch 



Ad b) Die Fluehtlinien (oder auch Gegenachsen) 
sind diejenigen Geraden, welche der unendlich fernen 
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Geraden der Ebene entsprechen. Bezeichnen wir also die 
uneigentliche Gerade der Ebene mit u oder v' , je nach- 
dem wir sie zu dem einen oder anderen Systeme rechnen, 
so entsprechen ihr zwei Gerade w' und v. Nun müssen 
sich wieder m und w' auf der Achse s begegnen, u trifft 
aber s im unendlich fernen Punkt; folglich ist «' jeden- 
falls paraiiel zu s, und das Gleiche giit für die Flucht- 
linie V. Da also die Fluchtlinien parallel zur Vchsc ■i der 
KoUineatJou verlaufen, so genügt es, von jedei noch einen 
Funkt zu besthnmen. 
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Ziehen wir zu diesem Zwecke dnrcli S irgend einen 
Strahl, z. B. die Senkrechte zu s, und bezeichnen deren 
unendlich fernen Pimlit mit U bezw. V (Fig. 35 a und b). 
Verschaffen wir uns dann, ganz wie oben, die Punkte U' 
und V vermittelst der Hilfslinien a: und x', y und y' , so 
gehen durch diese Punkte die Fluchtlinien u' und v 
parallel zu ^. 

Um ferner über die gegenseitige Lage von 8 und s 
einerseits und der beiden Fluchtlinien v, u anderereeits 
einen Aufschluß zn gewinnen, bezeichnen wir mit Sf, den 
Schnittpunkt der Senkrechten durch S mit s und erhalten: 

oder: 

8V ü'Sq 

SS,~ S8o 
also auch: 

SV = ü'So 
und ebenso; 

d.h.: 

Das Kollineati onscentrum ist von der einen 
Fluchtlinie ebensoweit entfernt {auch mit Rücksicht 
auf die Vorzeichen) wie die Kollineationsachse von 
der anderen Fluchtlinie, 

Die Charakteristik einer Centralkollineation. 

101. Aus diesen Konstruktionen können wir noch 
weitere Folgerungen ziehen. Alle Strahlen des Büschels 8 
entsprechen sich selbst, tragen also projektive Punktreihen, 
und die Doppelpunkte derselben sind der Punkt 8 sowie 
der Schnittpunkt mit s, der für den Strahl AÄ' mit A„ 
bezeichnet werden möge. Ebenso fragt jeder Punkt der 
Achse s, wie z. B. G (Fig. 35 a), projektive Strahlenbüsehel, 
deren Doppelstrahlen die Achse s und die Verbindungslinie g^ 
von (? mit jS sind. 

Nun haben wir bereits in 51. gesehen, daß für zwei 
projektive Gebilde erster Stufe auf dem gleichen Träger 
das Doppel Verhältnis, welches je zwei entsprechende Elemente 
mit den Doppclelemenfen bilden, emen unveränderKehen 
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Wert hat "Wir können demnach ans Figur 35a die Be- 
ziehungen ableiten: 

;■ =- {SÄaÄA') = (SÄoA,Ä{) n. s. f. 

= ISBoBS') = (SBo-ßi-B/) u- s. f. 

SV 
^(SS,VV')^~ 

«J-ll.: . ° . . 

Eine Ceniralkollineation besitzt eine Invariante; 
diese gibt das konstante Doppel Verhältnis, welches 
sowohl irgend zwei entsprechende Punkte als auch 
irgend zwei entsprechende Strahlen mit dem Cen- 
trum und der Achse der KoUfneation bilden. Der 
Wert dieser Invariante wird auch durch die Quo- 
8oü' , SV . 
.^^oder^c 

In den Gleichungen (IIa) von 98., welche in der em- 
faehsten Form eine Centralkolliueation zum Ausdruck bringen, 
ist die Konstante c identisch mit der Invarianten j. Gleich- 
zeitig gibt c den Wert der Determinante dieser Substitution. 
Die Invariante ; heißt auch die „Charakteristik" der Kol- 
lineation. 

102. In der Tat kann man vermittelst der Werte von j 
die verschiedenen Typen dieser Verwandtschaft unterscheiden. 
So besteht der Unterschied zwischen den in den Figuren 35 a 
und 35 b zu Anschauung gebrachten Fällen lediglich in dem 
Vorzeichen von j: im ersten Falle werden entsprechende 
Punkte wie Ä und Ä' durch 8 und s nicht getrennt, eben- 
sowenig entsprechende Gerade g und g', j ist positiv: im- 
zweiten Falle dagegen trennen S und s jedes Paar ent- 
sprechender Elemente; j hat einen negativen Wert. 

Man kann auch leicht übersehen, in welcher Weise 
durch die CentralhoUineation die einzelnen Gebiete der 
Ebene auf einander abgebildet werden. Es entspricht z. B. 
dem unendlichen Teil der Ebene s, der eich, von der 
Achse s beginnend, jenseits S bis ins Unendliche erstreclrt, 
oder kurz der den Punkt S nicht enthaltenden Halbebene e 
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in der Ebene e' der Streifen zwischen s und u', wie dies 
in den Figuren 36a und 36b angedeutet ist. Dieser Streifen 
erstreckt sich von s aus in der gleichen Eichtung wie die 
Halbebene (Fig. 36 a) oder in entgegengesetzter Richtung 
{Fig. 36b), je nachdem die projektiven Punktreihen auf den 
Strahlen dea Biieches S gleichen oder entgegengesetüten 
Sinn haben, 

Ist_/= -j-1 und setzen wir voraus, daß S" und s nicht 
in einander liegen, so müßte jedes Element mit seinem ent- 
sprechenden sieh decken, und man erhält eine Identität. 

Nimmt j den Wert — ■ 1 an, so werden je zwei zii- 
geordnete Elemente durch Ceutrum und Achse harnujnisoh 
getrennt. 

Zu einer ausgearteten Centralkollineation führt die An- 
nahme j = 0, womit gleichzeitig auch die Determinante der 
Substitution (IIa) verschwindet, da ja 7 = c. Dann ent- 
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spricht jedem Punkte A der Schnittpunkt A^ von SA 
mit s, jeder Geraden entspricht stets die Achse s. 
Es wird: 

S„D" = und Sr=0 
der vorliiu erwähnte Streifen ist auf die Achse s zusammen- 
gGsehrumpft. Alle Punlite und Geraden werden aus S auf s 
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projiziert: die ganze Ebene wirfl durch diese Perspektive 
auf die Gerade s abgebildet. Nur das Centram 8 und die 
Punirte von s entsprechen sicli selbst. Wir erwäbnen 
diese Substitution mit ver- 
schwindender Determinante 
namentlich deswegen, weil 
ihr räumliches Analogen (die 
Perspektive im Eaume) die 
künstlerisch wichtigste, geo- 
metrische Transformation 
liefern wird. 

Das Centrum S kann end- 
lieh auch aiif der Achse s 
gelegen sein. Dies ändert 
nichts an der oben durchge- 
führten Bestimmung der cen- 
tris oh -kollinearen Systeme. 
FiB.sTn. Auf jedem Stralil durch S 

und für jeden Punkt von s 
fallen die Dop)>elelemenie der Punktreihen bezw. des Strahlen- 
büschels in dem Punkte S bezw. der Achse s zusammen, die 
Konstante / der Centralkollineation hat denWertl. Aus den 
ebenso durchzuführenden Konstruktionen (Fig. 37 a oder 37 b) 
erkennt man auch sofort, daß in diesem Falle die Flucht- 
linien symmetrisch zu s, gleiehweit auf beiden Seiten ent- 
fernt, liegen. 
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§ 18. Spezielle Kollineationcn. 

Spezielle Fälle der Centralkollineation. 
103. Speeialisierungen der CentmlkoUineation im metri- 
schen Sinne ergeben sicli, wenn wir das Centinim oder die 
Achse der Kollineation zum Unendlidiferaen in eine be- 
sondere Beziehung biingen. Dies kann auf folgende Weise 
geschehen : 

a) das Centrum S liegt im Unendlichen ; 

b) die Achse s liegt im Unendlichen; 

e) Centrum und Achse liegen im Unendlichen, 
a) Bei einem unendlich fernen KoUineationsoentrum 8 
(Fig. .38) laufen alle Verbindungslinien entsprechender Punkte 
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Ä, Ä', B, Ji' , ... der kollinearen Systeme zu einer ge- 
gebenen Richtung parallel. Unter den sich selbst ent- 
sprechenden Strahlen des Büschels 8 befindet sich aber 
auch die unendlicli ferne Gerade, oder mit anderen Worten: 
die unendlich fernen Geraden der beiden Felder entsprechen 
einander: jedem imendlich fernen Punlite, z. B. dem von 'ßC, 




entspricht wieder ein unendlich ferner Funkt, nämHch der 
von B' C. Mitliin sind die beiden Systeme affin: wir 
bezeichnen sie als „affin -pcrspektiv". Die parallelen Linien 
ÄA', BB' , . . . geben die sogenannte „Eichtung der Affini- 
tät", während s die „Achse der Affinität" genannt -wird. 
Für die Invariante; dieser Centralkollineation erhalten wir: 

,^i8A,AA)^^^^ ... 

Je zwei entsprechende Punkte bilden also in diesem Falle 
mit der Achse s ein konstantes Strecken Verhältnis, 

Da die Ebenen afSn auf einander bezogen sind, so muß 
nach 86, das Verhältnis der Flächeninhalte entsprechender 
Figuren einen unveränderlichen Wert haben: derselbe ist 
gegeben durch: 
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AAA^a A^A 1 
ÄÄ'A^~ AaÄ'~ j 

Die Richtung, in der das Centrum S liegt, können wii' 
aucli Bcnkrecht zur Aclise s wählen. Dies liefert die affinen 
Systeme, wie sie in der darstellenden Geometrie sehr bekannt 
sind. Sie entstehen dadurch, daß man ein ebenes System 
in eine zweite Ebene orthogonal projiziert und gleichzeitig 
in diese Ebene umklappt. (Ausführlicheres darüber in § 21.) 

Ist j negativ und = — 1, so wird: 

A^A^ — AaA', BaB=^~BaB', ... 

die beiden ebenen Systeme sind „schief symmetrisch" 
für s als Symmetrieachse. Die Flächeninhalte entsprechender 
i unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. 
Stellt die Richtung, in der 8 liegt, senkrecht auf der 
Aclise s, so geht diese schiefe Symmetrie in die gerade 
über: die beiden S^teme werden kongruent mit entgegen- 
gesetztem Sinne. Dreht man die eine Ebene um ISO" um 
die Achse s, so decken sieh die Systeme Element für Element. 



Wählen wir S auf der Achse s im Unendlichen, so 
entspricht dies dem Werte 1 der Invariante j. In der Tat 

ist (Fig. 39): 

AAGH , 1 
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Die beiden Systeme sind affin-gleich und gleichzeitig 
in perapektiver Lage. Entsprechende Figuren bestimmen, 
auch dem Sinne nach, den gleichen Flächeninhalt. 

b) Benut-zen wir die unendlich ferne Gerade als Achse s 
der Kollineation, so werden {Fig. 40a und 40b) ent- 





sprechende Gerade wie AB und Ä'li'f BCmid B' C u.a. f. 
sich stets auf der unendlich fernen Goraden begegnen 
, d. h. es ist: 

AB^J'B' 



AC-^A'C 



■..i. 



Die ebeneii System^ sind „dhnlith" und liegen per- 
spektiv. Sie heißen ähnlich und ahnlich gelegen. Nur der 
Maßstab unterscheidet die beiden Ebenen und zwar gibt: 



j^{SA,AA') 



SA 
^ SA' 



die „Verjüngung" an, Ist j positiv, so haben die Systeme S 
als äußeren Ähnlichlteitspunkt (Fig. 40a); für ein negatives j 
ist S innerer Äimlichkeitspunkt (Fig. 40b); für j = ~1 
werden die Systeme kongruent; eine in der Ebene aus- 
zuführende Drehung um 180" genügt, sie : 
bi-ingen (Symmetrie in bezug auf einen Punkt). 
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Liegem S und s im Unendlichen, so sind wieder 
f Gerade parallel, also (Fig. 41): 

AB + A'B', 

Ä. C -H- A' C 

u. s. f. 

mid die beiden Systeme 
werden kongruent. Eine 
Verschiebung (Translation) 
um die Strecke ^IJ.' bringt 
sie zum Zusammen fallen. 

Auf diese Weise haben 
sich die elementaren Ver- 
wandtschaften der Ahn- 

lichliieit, Gleichheit, Kongruenz und Symmetrie als spezielle 

Fälle der kollinearen F ' ' 




Ein Satz über perspektive Ebenen. 

104. Endlich wollen wir noch einen Satz kennen 
lernen, der einen unmittelbaren Zusammenhang zwischen 
zwei räumlich Perspektiven Ebenen und zwischen Per- 
spektiven Systemen in einer Ebene aufdeckt, indem er 
zeigt, wie diese letzteren aus räumlich- Perspektiven Ebenen 
als Grenzfall hervorgehen. 

Denken wir uns zunächst zwei kollineare Ebenen e und e* 
im Eaume so gelegen, daß jeder Punkt der Schnittlinie $ der 
beiden Ebenen sich selbst entspricht. Sicher müssen dann 
entsprechende Gerade g und g' von s und s' sich im gleichen 
Funkte von s begegnen (vergl. etwa Fig. 21) und die Punkt- 
reihen auf g und g' werden mithin perspektiv sein, da im 
Schnittpunkte der beiden Träger enteprechende Punkte ver- 
einigt liegen. Die Verbindungslinien zugeordneter Punkte 
von g imd g' laufen demnach durch einen Punkt, das 
Centrum der Perspektivität. Greifen wir nun aber drei 
Paare entsprechender Geraden heraus g, g', h, h', i, i' und 
beachten, daß dem Schnittpunkt zweier Geraden g und li 
in der kollinearen Beziehung wiederum der Schnittpunkt der 
entsprechenden Geraden g' und h' zugewiesen sein muß, so 
folgt ohne weiteres, daß der Schnittpunkts der drei Ebenen 
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igg'), (hh'), {H') für die drei Geradenpaare das gemeinsame 
Perspektivitätscentrum sein muß. Die gleiche Schlußweise 
zeigt dann aber auch, da^ß für jedes weitere Paar entsprechender 
Geraden l, V das Centrum der Perspektiven Beziehung 
wieder nach 8 fällt oder mit andern Worten: die beiden 
Ebenen liegen selbst perspektiv. Wie früher (98.) für einer 
Ebene angehörige Systeme haben mr jetzt also auch für 
zwei getrennt liegende Ebenen den Satz gefunden: 

Haben zwei im Raum liegende koUineare Ebenen 
ihre Schnittlinie Punkt für Punkt entsprechend ge- 
mein, so liegen sie perspektiv, d. h. alle Verbin- 
dungslinien entsprechender Punkte gehen durch 
einen Punkt. 
105. Diese Betrachtung war ganz unabhängig von dem 
Winkel, den die beiden Ebenen einschlössen: sie gilt immer, 
sofern die Ebenen nur nicht zusammenfallen. Es ist auch 
nicht schwer, den Ort der Centren der Perepektivität für 
alle m^lichen Neigungen anzugeben. 




Denken wir uns für irgend eine Lage der beiden Ebenen 
e und s' das Centrnm 8 der Perspekttvität konstruiert und 
legen wir durch dasselbe eine Ebene, normal zur Schnitte 
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linie s der beiden Ebenen. Der in dieser Ebene entstehende 
Durehscbnitt findet sich in der Fig. 42 {als Aufriß) gezeichnet, 
während die feste Ebene e als Grundrißebene dient. S^ und S^ 
sind die beiden Riese des Centrnms S. Die durch diesen 
Punkt gehenden Parallelebenen zu e und e' liefern dieFlucht- 
linien in diesen beiden Ebenen: Sie erscheinen als die 
Punkte Vj und u^ in unserer Zeichnung. Da nun die Zu- 
weisung der einzelnen Elemente der beiden Ebenen überhaupt 
eine feste ist, so bleiben auch die Fluchtlinien in den Ebenen 
e und e' unveränderlich und es ist, wie man auch die Ebene s' 
in ihrer Stellung fixiert 

S'a «2 ==«2*2 = konst. 
Demnach beschreibt der Punkt S einen Kreis, der in der 
genannten Lotebene Kegt und den Punkt So zum Mittel- 
punkt, die unveränderliche Distanz % s^ der Fluchtlinie von Sc 
aber zum Eadius hat. Dieser Kreis begegnet der festen 
Ebene iu zwei Punkten S und S^, die den Lagen ent- 
sprechen, wo die gedrehte Ebene e' auf der einen oder 
andern Seite mit der festen Ebene s zusammenlallt. In 
diesem Eallo verlieren die soeben durchgeführten Betrach- 
tungen ihre Giltigkeit, dafür tritt der schon in 98. bewiesene 
Sal^ in seine Eechte, nach dem die Systeme wieder perspektiv 
sein müssen. Da ferner nua der Figur folgt, daß 

Sr= U'8o 

SP'=FSt, 
so können wir daraus schließen, daß die Schnittpunkte S 
bezw. S' des erwähnten Kreises mit der Ebene s auch für 
diese UbergangsfäUe das Centrum der Perspektivität liefern. 
Man übersieht auch unschwer, wie sich dieser Satz modifiziert,, 
wenn man zwischen den Ebenen e und e' eine affine Ver- 
wandtschaft TOraussetat, während die Schnittünie s sieh 
wieder Punkt für Punkt selbst entspricht Dann liegt das 
Centrum 8 der Perspektivität für jede Lage der Ebene e' 
im Unendlichen. Denn betrachten wir (Fig. 43) eine Gerade g 
der Ebene e und die entsprechende Gerade g' der Ebene e'. 
Einem Punkte A von g ist ein Punkt A' von g' zugewiesen. 
Bei der Drehung der Ebene e' beschreibt der Punkt A' 
einen Kreis, dessen Bild (im Aufriß) in der Figur eingetragen 
ist. Das Centram S der Perspektivität erbalten wir für jede 
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Lage der Ebene e' io dem unendlich fernen Punkte dsr 
Verbindungslinie AA'. Vereinigt sieh die Ebene e' auf 
der einen oder anderen Seite mit e, so nimmt das Centram 
der auch in diesem FaUe Perspektiven Systeme die Lagen S 
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bezw. S^ an. Die Linien von A nach den Punkten des 
Kreises, den A' beschreibt, erfüllen einen Kegel zweiter 
Ordnung, und auf ihm liegt in unendlicher Ferne der Ort 
der Centra 8. 

Diese Ergebnisse können wir, me folgt, zusammen- 
fassen: 

Liegen zwei kollineare Ebenen im Eaume per- 
spektiv und dreht man die eine Ebene um die 
Schnittlinie der beiden in die andere, ohne die Punkte 
der Schnittlinie aus ihrer Lage zu bringen, so sind 
die Systeme in dieser Ebene wiederum perspektiv 
und das Centrum dieser CentralkoUineation liegt im 
Endlichen oder Unendlichen, je nachdem das Gleiche 
bei den räumiich-perspcktiven Ebenen der Fall war. 
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Kürzer läßt sich dieser in der darstellenden Geometrie 
fortwährend zur Anwendung kommende Sat;? wie folgt aus- 
sprechen: 

Projiziert man ein ebenes System in eine neue 
Ebene und klappt es auch in diese um, so sind die 
beiden dadurch entstehenden Systeme perspektiv und 
insonderheit afün-perspektiv bei Anwendung einer 
Par allelproj ektion . 

Die involutorische Kollineation. 

106. Als einen besonders interessanten Fall der pro- 
jektiven Beziehung auf dem gleichen Träger haben wir bei 
den einförmigen Grundgebilden die involutorische kennen 
gelernt. In der Absicht, die entsprechenden Betrachtungen 
für kollioeare Felder durchzuführen, stellen wir uns folgende 
Fragen: Kann eine kollineare Beziehung einzelne, sich in- 
volutorisoh entsprechende Elemente enthalten? Kann sie 
aus lauter involutorisch gepaarten Elementen bestehen und 
unter welchen Eedbignngen tritt dieser Fail ein? 

Ermitteln wir durch direkte Konstruktion die einzelnen 
Möglichkeiten! Zunächst sei ein Punktpaar vorhanden, das 
sich in doppelter Weise entspricht. Bezeichnen wir den 
einen Punkt mit A. und gleichzeitig mit B', so muß der 
andere Punkt die Buchstaben A' und JS erhalten. Femer 
seien zwei weiteren Punkten C und D beliebig die Punkte 
0' und D' zugewiesen. Die Quadrupel A,S, C,I> und 
A', S', C, 1)' bestimmen dann zwei Netze und dadurch sicher 
auch eine Kollineation. In dieser entspricht die Verhin- 
dung^erade Aß sich selbst, ist also eine Doppelgerade. 
Da femer das Auftreten eines einzigen involutorischen 
Elementenpaares bei den Grundgebilden erster Stufe als hin- 
reichende Bedingung für ein durchw^ involutorisches Ent- 
sprechen erkannt wurde (59.), so trägt diese Doppelgerade 
überhaupt eine Punktinvolution. Deren Doppelpunkte können 
reell oder imaginär sein. Immer reell vorhanden ist aber (95.) 
noch ein weiterer, außerhalb AS gelegener Doppelpunkt 
der kollinearen Beziehung und weil entsprechende Punkt- 
paare der Doppelgeraden aus diesem Doppelpunkte doch 
durch entsprechende Strahlenpaare projiziert werden, so muß 
dieser Doppelpunkt eine Involution von Strahlenpaaren tragen. 
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"Weitere involutorische Elementenpaare wird die Kollinea- 
tion im aUgemeiaen nicht enthalten. Es folgt demnach: 

Eine kollineare Beziehtmg kann auf einer Seite 

des Hauptdreieckes und in der gegenüberliegenden 

Ecke involutorische Gebilde besitzen. 

Für diese EoUineation, die man als teilweise involuto- 

risch bezeichnen könnte, besitzt- eine der drei Invarianten 

den Wert —1, das Produkt der beiden anderen ist mithin 

ebenso groß. 

107. Treten noch weitere involutorische Elementenpaare 
auf, so wird, wie wir jetrf zeigen wollen, die ganze Ver- 
wandtschaft eine involutorische. 

Es seien nämlich (Fig. 44) auf zwei verschiedenen Ge- 
raden zwei invohitorische Pimktpaare angenommen: A,S' 




und Ä', B einerseits, C, J)' und G', D andererseits. Die 
beiden Quadrupel A, B, C, J) und A', B', G', D' genügen 
zur Bestimmung zweier Netze und damit auch zur Festlegung 
einer kollinearen Beziehung. Jede der Verbindungslinien 
AB und CB entspricht sich dann involutoriaeh. Ihr Schnitt- 
punkt 8 muß folglieh ein Doppelpunkt sein (dem Punkte 
(a;, «/) ist zugewiesen der Punlrt {x',y')) und die gleiche 
Schlußweise läßt erkennen, daß auch die Punkte G imd B, 
die beiden anderen Nebeneckon des vollständigen Viereckes 
AS CD, Doppelpunkte sind. Die Schnittpunkte ^4^, und Cg 
von GH mit den beiden involutorischen Geraden decken 
sich infolgedessen ebenfalls mit ihren entsprechenden, mithin 

12* 
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besteht die Linie GS aus lauter Eoppelpunkten, die Be- 
ziehimg erscheint als CentralkoUineation mit S als Centrum 
und GH oder s als Achse. Für die Invariante derselben 
finden wir den Wert 

Es entsprechen sich also irgend zwei Punkte und irgend 
zwei Gerade involutoriaeh und entsprechende Biemente liegen 
stets harmoniech zu S und s. Die Systeme nennen wir 
„harmonisch-perspektiv", die Beziehung eine „harmo- 
nische CentralkoUineation". Dafür findet man auch den 
Namen 1 harmonische Homologie. 

Sollen umgekehrt perspektive Systeme in einer Ebene 
durchweg eßien involutorischen Charakter zeigen, so ist 
{vergh 55.) die notwendige uud hinreichende Bedingung dafür 
j^ = 1, also j = — 1. Damit sind wir aber zu dem ein- 
fachen Resultat gelangt: 

Wenn in einer kollinearen Beziehung einer Ebene 
auf zwei vcrscliiedenen Geraden je ein involutoriacli 
sich entsprechendes Punktpaar oder in zwei ver- 
schiedenen Punkten je ein involutorisches Stralden- 
paar vorhanden ist, so ist die Beziehung durchweg 
involutorisch und besteht in einer harmonischen 
CentralkoUineation. Je zwei zugeqrdnete Elemente 
trennen Achse und Centrum harmonisch. Dies 
ist die einzige Möglichkeit, wie man eine Ebene 
kollinear luid gleichzeitig durchweg involutorisch 
auf sich selbst beziehen kann. 
In involutorisch-kollinearen Systemen muß auch der un- 
endlich fernen Geraden eine und nur eine Gerade ent^ 
sprechen, die beiden Fluchtlinien fallen zusammen in eine 
Gerade «', v (Fig. 46) welche wegen 

(S5o P C) = " 1 

in der Mitte zwischen S und s verlaufen muß, so daß also 

SU'=IJ'S„ 

Die Gleichungen (IIa) von 98. cndheh gehen für involutorische 
Systeme über in 
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oder 

Xi : Xi : xi = Xi_ : Xi : — x^ 

Liegt S im Unendliclien, so erhält man affin -involutoriache 
Systeme und zwar in schief symetöscher Lage. Es wird 
(vergl. 103. a) 

JAo = A, A' 

BBo = S,B' u. s. f. 



Die involutorisehe Kollineation stellt den i^ 
Fall solcher Kolüneationen dar, die n mal auf einen Punkt 
angewandt, diesen in seine ursprüngliche Lage zurückbringen. 
Über solche „cykliscbe" Kollineationen vergi. man Heye: 
„Geometrie der Lage", 2. Abt. Seite 90 (3. Auflage 1892). 



Kollineationen mit Kegelschnitten, die sich 
selbst entsprechen. 

108. Die koUineare Verwandtschaft ordnete einer Kurve 
jjter Ordnung in der einen Ebene wieder eine Kurve n"" Ord- 
nung in der anderen Ebene zu. Man kaim sich vorstellen, 
daß diese beiden Kurven kongruent seien. Bringt man die 
beiden Ebenen ziu: Deckung und zwar so, daß die beiden 
Kurven aufein anderfallen, so transformiert diese Kollineation 
die Kurve in sich. Es können dann zwei Fälle eintreten: 
im allgemeinen werden die Punkte der Kurve in einander 
übergefuln^t und nur einzelne Punkte auf der Kurve fallen 
mit ihren entsprechenden zusammen oder jeder Punkt dieser 
Kurve deckt sick mit dem ihm zugeordneten: Die Kurve 
besteht aus lauter Doppelpunkten, ist eine „feste" Kurve. 
Beispiele für beide Möglichkeiten haben wir schon kennen 
gelernt. In einer Kollineation mit einem Hauptdreieck (92.) 
wurden die Seiten dieses Dreiecks in sich transformiert, die 
Ecken waren die Doppelpunkte; die Achse einer Central- 
kollineation (93., 99.) dagegen zeigte die Eigenschaft, daß 
jeder ihrer Punkte sich selbst entsprach. 

Ohne dieses aligemeine Problem weiter zu verfolgen, 
wollen wir hier nur die Möglichkeit des Auftretens eines 
sich selbst entsprechenden Kegelschnittes in einer Kol- 
lineation genauer erörtern. 

Daß ein Kegelschnitt als Punkt für Punkt feste Kurve 
in einer Kollineation nicht auttreten kann, erkennt man 
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ohne weiteres. Denn jede Gerade der Ebene müßte dann, 
mit der ilir entsprechenden koinzidieren, da die Schnittpunkte 
mit dem Kegelschnitte sich selbst entsprächen. 

Dagegen können wir versuchen, eine koDineare Beziehung 
abzuleiten, welche einen Kegelschnitt h in sieh überführt. 
Es werden dann nach 
e.f' 63. auf dem Kegel- 

schnitt zwei Doppel- 
punkte vorhanden sein 
und dies sind gleich- 
zeitig Doppelpunkte der 
Kollineation, Sie mögen 
in Figur 45 mit A, A' 
bezw. S, S' bezeichnet 
sein. Ii^end ein Paar 
entsprechender Punkte 
D, D' des Kegelschnitf- 
tes wird aus A durch 
p. ^5 zugeordnete Strahlen 

der in A vereinigten 
projektiven Büschel projiziert. Die Doppelstrahlen derselben 
können folglich nur die Gerade von A nach B, sowie die 
Tangente in A an den Kegelschnitt h sein. Es folgt 
daraus, daß der sieh selbst entsprechende Kegelschnitt k 
die Seiten OA und OB des Hauptdreieckes der Kollineation 
in A und B berühren muß. 

Wählen wü- demnach auf einem Kegelschnitt h die 
Punkte A, S, I), I)' willkürlieh, G aber als Pol von AB m 
bezug auf Ic, während die Verbindungslinie DD' nicht durch G 
geht. Dann wird durch das Hauptdreieck ABO und durch 
D, D' eine Kollineation festgelegt Dem Kegelschnitt durch D, 
der n A und B die Seiten OA und OB berührt, entspricht 
ein Kegelschnitt durch B', der in A und B die gleichen 
Linien berühren muß, d, h, der Kegelschnitt h entspricht 
sich selbst in der dadmxih bestimmten koüinearen Beziehung. 
109, Enthält nun jede Kollineation einen solchen sich 
selbst entsprechenden Kegelschnitt? Um darüber Aufschluß 
zu gewinnen, projizieren wir die entsprechenden Punkte D, D' 
aus A, B, C auf die gegenüberliegenden Seiten des Haupt- 
dreieeks und erhalten dadurch entsprechende Punkte X, X', 
Y, Y', Z,Z'. Es ist dann: 
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iBCXX') = A{BÄDD-) 
und 

{CAYT} = B(BÄDD') 

Dabei verstehen wir unter der Geraden, welche von A nach A 
geht, natürhch die Tangente in ^ aa den Kegelschnitt k. 
Vier Punkte eines Kegelschnittes werden aber aus irgend 
zwei Punkten dßs&elben durch vier Strahlen vom 
Wert des Doppel verhältnibses projiziert: es folgt mithin 

{BCXX')^{GAYY') 
oder (92.) 

Ä = ?2 

Die beiden zu den Seiten CS und CA gehörigen In- 
varianten der Koiiineation sind also einander gleich, wenn 
dieselbe einen die Punkte Ä und B enthaltenden Kegelschnitt 
in sich überführt. 

Sind umgekehrt diese beiden Invarianten gleich und X, X' 
bezw. Y, Y' zwei Paare entsprechender Piuikte auf den 
Seiten B C luid A G, so sehneiden sieh A X und BY in 
einem Punkte J) und ÄX' sowie BY' im entspiechenden 
Punkte B' und es ist kiur, daß durch D und J)' eni Kegel- 
schnitt geht, der CA und CB in A bezw. B berührt. Denn 
wenn viel' Punkte aus zwei anderen Punkten je durch vier 
Strahlen vom gleichen Wert des Doppelverhiütnisses projiziert 
werden, so liegen auch umgekehrt diese sechs Punkte auf 
einen Kegelschnitt. Damit ist aber gezeigt: 

Im allgemeinen enthält eine Koiiineation keinen 
sich selbst entsprechenden Kegelschnitt. Dies ist 
immer und nur der Fall, wenn zwei der Invarianten 
der Koiiineation einander gleich sind. Eine Koi- 
iineation dieser Art führt dann aber gleichzeitig un- 
endlich viele Kegelschnitte in sich über, welche 
sämtlioh die beiden zu den Invarianten gehörigen 
Seiten des Hauptdreiecks in den Schnittpunkten mit 
der dritten Seite desselben berühren. 
110. Soll in einer Central-Kollineation ein Kegel- 
schnitt aufti'eten, der in sich selbst transformiert wird, so 
muß er die Achse und den Mittelpunkt der Koiiineation 
als Polare und Pol besitzen. Ein Strahl durch den Mittel- 
punkt der Koiiineation wird entsprechende Punkte aus 
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184 VI. Die projektiven TranBformationen anf dem glaichen Träger. 

dem Kegelschnitt ausschneiden. Da aber diese harmonisch 
liegen zu Pol und Polare, so muß unter dieser Voraus setaimg 
die Centralkollineation überhaupt eine involutoriscbe sein (107). 
Ist dies nicht der Fall, so kann die Centralkollineation einen 
Kegelschnitt, der Mittelpunkt und Achse der KoUineation 
zu Pol und Polaren hat, nur wieder in einen anderen von 
der gleichen Eigenschaft überfuhren. Es werden also dann 
die Kegelschnitte einer jeden solchen „Büscheisehar" paar- 
weise in einander transformiert. "Wir können folglich zu- 
sammenfassend bemerken: 

Eine allgemeine Centralkollineation enthält keinen 
in sich selbst übergehenden Kegelschnitt. Führt 
eine Centralkollineation einen Kegelschnitt in sich 
selbst über, so muß derselbe involutorisch auf sich 
bezogen sein, und die ganze KoUineation wird eine 
involutoriscbe. Eine involutorische Centralkolli- 
neation endlich fuhrt oo^ Kegelschnitte in sich über, 
nämlich alle, welche den Mittelpunkt und die Achse 
als Pol und Polare besitzen. 
111. Ist das Hauptdreieek reell und benutzen wir das- 
selbe als Fundamentaldreieckj so bestätigen wir diese Resultate 
auch leicht durch die Eechnung. 

Die zu den Seiten A^Ä^, Ä^Ä.-^, A^^A^ gehörigen In- 
varianten sind durch die Gleichungen (2) von 92. bestimmt. 
Die Eüschelschar von Kegelschnitten, welche in A-^ und A^ 
die Seiten Ä^A^ und A^A^ berühren, wird 

xi^ — Xxixi = 
Sie geht durch die KoUineation über in 

^tLa^s — ■^»ii«aa%^2 = 
Im allgemeinen wird also kein Kegelschnitt dieses Systems 
in sieh transformiert. Wenn aber 



3i=h 

so geilt jeder Kegelschnitt der Büschelaehar in sich 
selbst über. 
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§ 18. Spezielle KolliceatioDeii. 185 

Für eine Central kollineation ist a^i = a^^ ""^ '^'^ ^i'" 
halten die Bedingung 

«aa = <fii oder «3s = ± ''ii 
Das positive Vorzeichen liefert statt der Kollineation eine 
Identität, das negative die involutorische Centralkollineation. 
Auf den Zusammenhang dieser Betrachtungen mit dem 
allgemeinen Problem, eine quadratische Form durch Kneare 
Substitution in sich zu transformieren, hommen wir später 
noch zurück. 



' 1:6 


?^>^ \ 






1^ 


VT 



112. Wir fügen dagegen hier folgende praktische 
Aufgabe an: Von einem Kegelschnitt liegt ein Teil gezeichnet 
vor; ist derselbe eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel? 

Wählen wir auf dem gegebenen Bogen zwei Punkte Af, 
und Bf, (Fig. 46) und zeichnen in ihnen die Tangenten a 
und 6, welche sieh in S treffen mögen. Die Verbindungs- 
linie ÄdSh oder s und dieser Punkt S mögen als Achse 
und Centrum einer involutoriechcn Centralkollineation be- 
nutzt werden. Darm führt diese den voi^gebenen Kegel- 
schnitt jedenfalls in sich über. Zeichnen wir die Linie, 
welche in der Mitte zwischen 8 und s verJänft, so ist der 
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186 VI. Die projektlTen Transforjoationen auf dem gleiclien Träger. 

Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nach- 
dem diese Linie (u', v) das gegebene Bogenstück nicht 
oder in zwei Punkten oder in zwei zusammenfallenden 
Punkten schneidet (107.). Dies Kriterium rührt schon von 
Poncelet her. 

In der Figur sind noch die Asymptoten der Hyperbel 
gezeichnet als die Linien, welche den Tangenten in den 
Sehnittpunliten P und Q entsprechen. Der Schnittpunkt 
der Asymptoten gibt den Mittelpunkt M der Hyperbel. 



§ 19. Die reziproke Bezielmn^ der CfruiidgeliUde 
zweiter Stufe auf sich 8cll)8t. 

Reziproke Systeme in der gleichen Ebene. 

113. Bevor wir zu Anwendungen der koUinearen Be- 
ziehung in anderen Gebieten übergehen, wollen wir, der 
späteren Entwiokelungen wegen, noch in aller Kürze die 
reziproke Beziehung auf dem gleichen Träger besprechen. 
Ein und dieselbe Ebene sei als e und gleichzeitig als e' 
bezeichnet und durch die Gleichungen (11) von (75.) rezi- 
prok in sieh selbst transformiert. Die Koordinaten ^/ und 
1/ ebenso wie x/ und 1/ mögen sich auf ein einziges Koor- 
dinatensystem beziehen. Einen Punkt des Punktfeldes können 
wir als zur- einen oder anderen Ebene gehörig betrachten. 
Er heißt dann P oder Q' und seine Koordinaten erhalten 
die Bezeichnung Xi bezw. x/. Ans den Gleichungen (11) 
bezw. den am genannten Orte daraus abgeleiteten (14) ergibt 
sich als entsprechendes Gebilde eine Gerade p' bezw. q. 
Ebenso sind jeder Geraden des Feldes zwei Punkte zu- 



Damit werden ^vir bereits auf die ausgezeichneten 
Elemente hingewiesen, nach denen wir im Gegensatze zui' 
KoUineation hier zu fragen haben: 

a) Gibt es in jedem der beiden Systeme Elemente, 
die mit ikren entsprechenden vereinigt liegen? 

b) Gibt es Elemente, für welche sich die beiden 
ihnen entsprechenden Elemente vereinigen, die diesen 
folglich in jedem der beiden Systeme, d. h. in- 
volutorisch entsprechen? 
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§ 19. Die reziproke Bezieliung der Grandgebilde u. b. w. 187 

Um die erste Frage zu beantworten, habeu wir die 
BedinguBg aufzustellen dafür, daß z. B, ein Punkt Xi der 
Ebene £ in der ihm vermöge der Gleichungen (11) ent- 
sprechendeu Geraden |/ gelegen sei; es muß also sein 

li'a^i + ^ix2 + fs'iCa = 
und dies gibt für Xi die Gleichung 
.(1) Kp =aii_x\ + a^ixl + Oi^xi + 

+ («13+ «12)3^^:2 + Ks + «31)^% + («38 + «sa)^ «3 =- 

Ganz die nämliche EeJatiou ergibt sich, wenn wir den 
gleichen Punkt als zur Ebene e' gehörig betrachten und 
meder verlangen, daß die ihm entsprechende Gerade durch 
ihn hindurchgehe. 

Soll andererseits eine Gerade den ihr entsprechenden 
Punkt selbst enthalten, so müssen ihre Koordinaten, wie 
eine analoge Rechnung sofort zeigt, die Gleichung befriedigen: 

(2) Kj = an A + «aa fz + «83 fs + 

Damit ist also gezeigt: 

Hat ein Element, zur einen Ebene gerechnet, die 
Eigenschaft, das entsprechende Element zu enthalten, 
so kommt ihm die gleiche Eigenschaft auch zu, 
wenn es als zur anderen Ebene gehörig betrachtet 
wird — femer: 

Alle Punkte (der einen oder andern Ebene), 
welche die ihnen entsprechenden Geraden enthalten, 
liegen auf einen Kegelschnitt K^; alle Geraden (der 
einen oder andern Ebene), welche die ihnen ent- 
sprechenden Punkte tragen, umhüllen einen K^;el- 
schnitt Kg. 
114. Die Kurven Kp und Kg können ganz imaginär 
sein; dann enthält das Punktfeld überhaupt keine reellen 
Elemente von der unter a) geforderten Eigenschaft Bei 
reeller Existenz dieser Kegelschnitte können wir ihre gegen- 
seitige Lagenbeziehung rein geometrisch weiter verfolgen. 
Ist P, Q' ein Punkt von K^, so gehen die beiden ihm ent- 
sprechenden Geraden p', q durch ihn hindurch. Diese eni> 
Imlten demnach die ihnen zugeordneten Punkte, folglich 
berühren sie den Kegelschnitt Kg (Fig. 47). 
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188 ^I- ßis projektiTen Tranaformationen anf dem gleichen Träger. 

iJedein Pimkte von Kp entsprechen also die von 
ihm ans an K^ gehenden Tangenten und jeder Ge- 
raden, ■welche Kg berührt, sind die Schnittpunkte 
derselben mit Kp zugeordnet". 
Nehmen wir weiter an, die beiden Ortskurven Kp imd 
Kg hätten einen Punkt gemein, den wir mit X, Y' bezeichnen 
(Iig. 47). Die beiden ihm entsprechenden Geraden t', if 
vereinigen sich mithin 
ia der Tangente in K 
an Kg. Diese Gerade 
x', y hat aber dann 
auch die Eigenschaft, 
daß die beiden ihr ent- 
sprechenden Punkte X, 
Y' in einen zusammen- 
fallen. Das kann nach 
dem Obigen nur ein- 
treten, wenn die be- 
treffende Gerade den 
Kegelschnitt ^pberülul;. 
Also berühren sich Kp 
und-Kj in demPunkte X. 
Damit igt bewiesen: 

„Wenn sich K^ 
und Kg in reellen 
Punkten begeg- 
nen, so berühren 
Flg.«. sie sieb in diesen 

Schnittpunkten". 
Die beiden Kegelschnitte berühren sich mithin doppelt, 
in X und in TT. Allerdings können diese beiden Punltte 
auch konjugiert imaginär sein: dann haben die beiden (reellen) 
Kegelschnitt« in ihnen eine ideelle Berührung: die Kechnting 
macht zwischen diesen Fallen keinen Unterschied, Wir 
wollen bloß den in der Kgur bezeichneten Pall ins Auge 
fassen. Die Tangenten in X und U begegnen sich in einem 
Punkte W, Z' und ihm entspricht als Schnittpunkt von y, v 
bezw. x', u' stets die Polare Y'V oder XJJ, die also mit 
w', B zu bezeichnen ist. Dem Pankte W ist folglich w' in- 
volutorisch, d.h. in jedem der beiden Systeme zugeordtiet. 
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§ 19. Die reziproke Beziehung der Grundgebilde u. s. w. Igcj 

Damit haben wir ein Elementenpaar gefunden, das der unter 
b) gestellten Frage enlsprieht. Auch die Punkte X und U 
haben die gleiche Eigenschaft, aber bei diesen tritt noch der 
weitere Umstaad hinzu, daß die ihnen involutorisch ent- 
sprechenden Geraden durch diese Punkte hindurchgehen. 

"Wählen wir das (als reell vorausgesetzte) Dreieck X UW 
als Koordinatendreieek A^A^Ag, so gewinnen wir für die 
Korrelation folgende Darstellung: 

(3) li' = %g x^ fa = tSj^ Xi fa" = ßgg Xg 
bezw. 

(4) iy^a-^x^ fa=(ti3a;/ ^s=«33^/ 

und die beiden Kurven Kp und Kg werden 

(5) Kf = (a,a + «21) Xl Xs + «33 4 = 

(6) Kg^Chs («13 + «2i) ^i is + an ^sl fa = 



Das Polarfeld. 

115. Um direkt die involutorischen Elementenpaare 
torrelativer Systeme zu ermitteln, finden wir als Bedingung 
dafür, daß einem Punkte Xi die gleiche Gerade f; in beiden 
Feldern entspreche, das System der Gleichungen: 

«iia^i + «13 3^2 + fliE% = /*(«!, a^ + (»21 a;^ + «31*3) 

wobei jx ein Proportionalitätsfaktor. Für dessen Bestimmung 
ergibt sich die kubische Gleichung: 

|%i ^ — 1") *i3 — /"^ai ''iB — (Wfai 

kl — /i %2 <Täa (1 — ^) «23 — ;« "38 

kl — ii* %ä «3a — /« «23 «33 (1 — -") 

Im allgemeinen können folglich höelistens drei solche in- 
volutorische Elementenpaare auftreten. Eine Wiu-zel dieser 
Gleichung ist immer reell; ihr entspricht, wie eine nähere 
Untersuchung zeigt, ein Elementenpaar von der Art TT, w' 
das also in jedem Fall reell existiert. 
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Daran knüpft sicli immittelbar die weitere Frage: lat 
es möglich, daß alle Eleineiitenpa{tre der Korrelation 
einander involutorisch entsprechen und wann tritt dieser 
spezielle Fall ein? 

Eine jedenfalls hinreichende Bedingung dafür können 
wir sofort angeben i wenn 

(7) aa = aa (*, ?c == 1, 2, 3) 

so entspricht jedem Punkte die gleiche Grerade, da die 
obigen Gleichungen (für // = 1) dann erfüllt sind. Die beiden 
Kegelschnitte Kp und K,, werden jetzt 

(8) Kp = an^l + asixl + a^^xl + 2aii!SiX2 

+ 2 (%3 a:^ 3^ + 2 tSjg a^j a;^ = 
sowie 

(9) K„ = «n ti + etaa Sl + a^^l-{-2 an li ^. 

+ 3<fi^3 + 2a33l,^g = 

Der zweite stellt den ersten Kp vor, geschrieben in 
Linienkoordinaten: es fallen also beide Kegelschnitte zu- 
sammen in einen Ordnungskegel schnitt K. Einem Punkte 
aTf entepricht die GJerade 

(«u ^1 + "»IS *a + '^is ^s) !^i + («21 a'i + öaa i^l + «as ^3) ^ 
+ («81^1 + «8^4 + ßga 4)3:8 = 

Dies ist die Polare des Punktes x° in bezug auf den Kegel- 
schnitt K, Die KoiTclation geht mithin über in die polar- 
reziproke Beziehung in bezug auf einen Kegelschnitt. Die 
Punkte und Tangenten dieses „Ordnungskegel Schnittes" haben 
allein die Eigenschaft, daß fiir sie entsprechende Elemente 
in einander liegen. Die polar-reziproke Beziehung ist übrigens 
ganz unabhängig von der reellen Existenz dieses Kegel- 
schnittes definiert. Sie besteht ebenso, wenn der Ordnungs- 
kegelschnitt ganz imaginär wird und dient dann umgekehrt 
dazu, ilm zu definieren. 

Um rein geometrisch den Übergang aus der Korrelation 
in die Polarreziprocität zu verfolgen, hat man folgenden Sata 
zu beweisen: 
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Kommt es in einer reziproken Beziehung zwei- 
mal vor, daß sich zwei Elemente iiivointorisch ent^ 
sprechen, ohne in einander zu liegen, so ist die 
Beziehung durchweg eine involutorieche. 
Dem Schnittpunkte der beiden Geraden, die involuto- 
riseh beüw. den zwei Punkten entsprechen, muß dann ja 
auch involutorisch die Verbindungslinie dieser beiden Punkte 
zugewiesen sein. Man kann sieh folglich, dies vorausgesetzt, 
eine polar -reziproke Beziehung geometrisch geben, in dem 
man in einem Dreieck jeder Ecke die gegenüberUegende Seite 
vmd außerdem einem beliebigen Punkte eine beliebige Gerade 
zuordnet. 

Sich selbst entsprechende Kegelschnitte einer 
Korrelation. 
116- In Übereinstimmimg mit den Betrachtungen von 
108 ff, erledigen wir noch folgende Frage: 

Treten in einer allgemeinen Korrelation sich selbst 

entsprechende Kegelschnitte auf? 

Es werde die Annahme gestattet, daß das Hauptdreieck 

X UW der Korrelation (114,) vollständig reell ist, so daß 

wir zur Darstellung der Beziehung die obigen Gleichungen 

(3) und (4) verwenden können. 

Soll nun ein Kegelschnitt reziprok in sich selbst über- 
geführt werden, so werden auf ihm zwei (reelle oder ima- 
ginäre) Punkte vorhanden sein, welche auf den ihnen ent- 
sprechenden Tangenten Hegen, Im vorliegenden Falle müssen 
diese mit A^ imd A^ und die Tangenten in ihnen mit jlijia 
und A^A^ zusammenfallen. "F^in durch die Korrelation in 
sich transformierter Kegelschnitt erscheint also in der Form: 

(10) XiX^ + Xxl = 

Ihm entspricht die Kurve zweiter Klasse: 

(11) a,U{^z + Xa^^an^^^ = 

In Linienkoordinat«n geschrieben wird die Gleichung des 
Kegelschnittes (10) aber: 

(12) u^,h+^l = o 

Soll also ein Kegelschnitt (12) mit einem (11) zusammen- 
fallen, so ergibt sich als Bedingung 
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oder 

Sind diese Werte von A reell, so entapreehen ihnen zwei 
Kegcia elinitte der Eüaehelseliar (10), welche durch die Korre- 
lation in sich übergeführt werden. Es folgt also: 

Eine allgemeine Korrelation fahrt zwei (reelle 
oder imaginäre) Kegelschnitte in sich über. 

Die Korrelation im Bündel. 

117. Für reziproke Bündel mit dem gleichen Mittel- 
punkt lassen sich gana analoge Betrachtungen durchführen. 
An Stelle der Kegelschnitte treten Kegelfläßhen 2. Ordnung. 
Die involutorische Korrelation wird identisch mit der polaren 
Beziehung in bezug auf einen solchen Kegel. Jedem Strahl 
entspricht seine Polarebene in bezug auf diesen „Ordnimgs- 
kegel" und umgekehrt. Nimmt man als Ordnungskegel den- 
jenigen, der nach dem unendlich fernen, imaginären Kugel- 
kreis geht, so ordnet man jeder Ebene des Büschels den auf 
ihr senkrechten Strahl zu. Dies liefert die iu der Geometrie 
der Kugel sehr bekannte polare '. 



VII. Kapitel. 

Anwendnugen der koUinearen Beziehung 
in anderen Gebieten. 

§ 20. Apparate zur mechanischen Beschreibung 
kollinearer Figuren. 

Der Storchschnabel oder Pantograph. 
118. Um eine ebene F^ur (Zeichnung, Karte) in eine ihr 
ähnliehe zu verwandeln, um sie also aus einem Verhältnis 
in ein anderes zu übertragen, d. h. sie zu vergrößern oder — ■ 
was in der Praxis häufiger geschieht — zu verkleinern, kann 
man sich der beltannten Vorrichtung des Storchachnabels 
oder Pantographen bedienen. Bei der einfachsten Form 
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§ 20. Apparate zur mechanischen Beachreibang u 



193 



desselben sind vier Stangen in vier Gelenken drehbar zu- 
aammengefiigt, so daß diese Drehpunkte A, B, 0, D ein 
Parallelogramm mit festen Seiten, aber veränderlichen "Winkeln 
bilden (ßig. 48). Zwei der Seiten dieses „Gelenkparalielo- 




gramms", AD und CD sind verlängert. Fixiert man auf 
ihnen bei irgend einer Stellung dieses Mechanismus zwei 
Punkte S und F, so daß sie mit der Ecke S in einer ge- 
raden Linie liegen, so gut die Proportion 

DF_D^ 

AB~ ÄE 
woraus wiederum folgt, daß die Punkte E und F bei jeder 
Stellung des Apparates eine durch B gehende Verbindungs- 
linie liefern. Befestigt man 



also den Punkt E auf der 
Zeichenebene und bringt 
in F einen Stift (Fübrungs- 
stift) an, mit dem man die 
gegebene Zeichnung nach- 
fahrt, so zeichnet ein in B 
befestigter Stift (Zeichen- 
stift) eine dazu ähnliche und 
ähnliche gelegene Figur. 
Die Veijüngung ist gegeben 
durch 
FBiEF^EA-.ED 
Bei einer andern, eben- 
falls sehr bekannten Form 
des Storchschnabels trägt 
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194 ^il' Anwendungen der kolliaearen Beziehung u, b, f. 

ein Geleiikparallelogramni ABCD ein verschiebbares Steg- 
glied BF {Fig. 49). Ist dieses, parallel AB, festgestellt 
und bezeichnet man bei irgend einer Stellung des Mechanis- 
mus den Scbnittpunkt von EF und der Diagonale mit G, 
so bleibt wegen 

GF:AB=- CF-.CB 
der Punkt G bei jeder Stellung des Parallelogramms auf 
der Diagonale gelegen. 

Fixiert man also den Punkt G des Steggliedes und läßt 
A eine Pigm- durchlaufen, so beschreibt eine dazu ähn- 
liche und ähnlich gelegene. G ist in diesem Falle für beide 
Systeme ein innerer Ähnlichkeitspunkt. 




Wir fügen noch bei zwei Abbildungen von nach diesem 
Prinzip konstruierten, freischwebenden Pantographeu aus dem 
math. meeh. Institut von G. Coradi, Zürich, Bei dem 



y Google 



g 20. Apparate znr mectaniscliBn Beaohreibung n, s. f. 195 

in Abbildung 2 dai^esteÜten Apparat ist eine Ecke (D) des 
Gelen kparaUelogramniB fixiert Während diese Vorrich- 
tungen schon lange bekannt sind*), stammt folgende Ver- 
allgemeinerung des Pantographen erst aus neuerer Zeit,**) 
An ein Gelenkparallelogramm A£ CD (Fig. 50) sind in der 




Art, wie es die Figur zeigt, ähnliche Dreiecke B OJE und 
CDF angegliedert. Eine leichte Überlegung läßt dann er- 
kennen, daß auch 

A AEJ! '^ABCE^A CDF 
Denn imter Benutzung der aus der Figur erkennbaren Be- 
zeichnungen haben ivir: 

< FCE ^v^SGO — X~{ß + y) 

= 360 — {180 — ^) — (180 — a) 
a!ao: 

!■ = ö + ^ 
AVeiter gilt die Proportion: 

BC-.EC^BF: CF 
oder: 

äD:DF=EC: CF 

*) Als Erfinder gilt dar Jesuit Christof Solieinar, der sie in 
seinem Werke besctrieb: „Pantographice seu ars delineandi res qnas- 
libet per parallelogrammum lineare seu cavum, mectanicum, raobila". 
Romas, 1681. 

*') Sylvester: „Ou the Plagiograpli aliter the Skew Paatigraph". 
Natare. Jnlj 1, 1875. Vol. XII, Seite 168. 

13* 
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VII. Anwendnngeii der koliin 



Bziehucg t 



Also folgt daraus: 

ACFE^ 
Dann ist aber: 



folglich aucli: 



und also: 



-AADF^AÄBE 

^^AEB^^AjEF 
< ÄFF = y 
< ÄFF = ß 
<EAF=fx 

Damit ist die obige Behauptung erwiesen, und es ergibt sich: 
AF: AF= Blaß: sin y 
sin (5 
sin y 

Hält man also den Punkt A fest (Fig. 51) und läßt F 
eine Figur durchlaufen, so beschreibt F eine dazu ähnliche, 



AF-^ 



• AE 




die aber um den "Winkel « gedieht ist .1 i'.t det eine 

reelle Doppelpunkt der ähnlichen Systeme, — — gibt die 

Verjüngung. Voinchtungen dieser Art können dann anchdizu 
dienen, eine Bewegung in eine ahnhche zu tian'tfonnieren 
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§ 20. Apparate zur raechaniaahen Beschreibung u. b. f. 197 

Beispiele aus der Kinematik, 

119. Die Einematilc, in deren Bereich diese Betraeh- 
timgen fallen, bietet zahlreiche Beispiele für kongrnente 
und ähnUche Systeme. Bewegt sich z. B. ein starres, 
ebenes System in einem anderen, und greift mau irgend 
zwei Lagen des bewegten Systemes heraus, die durch die 
kongruenten und gleiohsinnigen Dreiecke AiBj^Ci und 
A2B2 C2 angedeutet seien (Fig. 52), so kann das stanze System 



auch durch eine bloße Rotation ans der ersten Lage in die 
zweite übergeführt werden. Man findet das Centrum 0^^ 
derselben, ändern man auf den Verbindungslinien A.^Ä^ 
und -BiBg die Mittelsenkreehten errichtet, welche sich in 
öia begegnen. Man beweist leicht, daß dieser Pol O^^ mit 
A-i^B-^C^ ... und Ä^B^C.^ ... kongraente Figuren bildet. Die 
Größe der Drehung ist gegeben durch : 

Der Punkt 0^,^ ist der einzige des Systemes, weicher bei 
dieser Überführung in Euhe bleibt. Geometrisch gesprochen 
ist er der eine, reelle Doppelpunkt der kongruenten Systeme 
Aj^Bj^C^ ... und jlj-ßgCg ... Es gibt nur einen solchen Pol 
für ii^end zwei Lagen. Alle Mittelsenkrechten zu den Ver- 
bindungslinien irgend zweier entsprechender Punkte, z. B. Di 
und B^ u. a. f., gehen durch ihn hindurch. (Vergl. 9Ö.) 

Läßt man die zweite Lage des nach einem bestimmten 
e bewegten Systems der ersten unendlich nahe kommen. 
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198 VII. Anwendungen der kollinearen Beziehnag u, s, f. 

SO geht 0i2 über in das sogenannte „Momentaiicentrum" 0, 
das zu diesem Momente der Bewegung gehört. Durch 
gehen (Fig. 53) die Normalen am alle die Kurven, die von 




den Punkten dea bewegten Systems beschrieben werden. 
Die Angabe zweier Normalen genügt demgemäß, um die 
Normale fiir die Bahn eines jeden Punktes der Ebene zu 
bestimmen. 

Während des unendlich kleinen Zeitintervalles dt kann 
die Bewegung des starren Systems ersetzt werden durch 
eine unendlicli kleine Drehung um den "Winkel d(p. Setzt man: 
d(p , 

so sind die Geschwindigkeiten der Punkte A, B, G, 

ÄÄ,= OA.tga, BSy'^OB.tga, Ca=OC-iga 
Trägt man dieselben als Strecken auf den Tangenten an, so 
bilden die Punkte Ä^, B^, C,, ... offenbar ein dem Punkt- 
feld A, B, G ähnliches und zwar gleichsinniges System (Fig. 53), 
Das Momentancentrum ist wieder der einzige reelle Doppel- 
punkt der beiden Ebenen (vergl. 96). Durch die Angabe 
eines einzigen Punktes, z.B. von A„, sind die Geschwindig- 
keiten aller übrigen Punkte bestimmt. 

Trägt man in ähnlicher Weise die Beschleunigungen der 
Pimkte eines starren, ebenen Systems in den ihnen zukommen- 
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den 'Richfungen als Strecken ÄAj, BBj, ... an, so bilden die 
Punkte Äi, Sj u. 8.f. abermals ein zu dem ursprüngKchen 
äbnliches System, Der Doppelpmikt dieser Systeme liefert 
den einzigen Punkt des bewegten Systems, der die Be- 
schleunigung besitzt. Er heißt der Beschleimigungspol. 
Eine eingehende Erörterung dieser Dinge findet sich in 
Burmester: „Lehrbuch der Kinematik," Leipzig 1888. 

Der Perspektograph von H. Hitter. 

120. Auch die perapektive Beziehung zweier im Baume 
gelegenen Ebenen kann man vermittels gewisser Mechanis- 
men, die als Perspektographen bezeichnet werden, 
mechanisch durchführen. Diu-eh seine Einfachheit zeichnet 
sich der von dem Architekten Hermann Ritter in Prank- 
furt a. M. erdachte Apparat aus, der im folgenden be- 
schrieben werden soll.*) 

In Figur 54 möge die Ebene e durch Centralprojektion 
aus dem Punkte 0, dem Auge, auf die Bildebene e' 
abgebildet werden. In dieser Perspektive entepricht also 
einem Punkte P von s der Schnittpunkt P' des Strahles OP 
mit e'. Zu diesem BiJdpunkte P' kann man dann aber 
auch auf folgendem Wege gelangen: wir legen durch 
eine Ebene -fi^ zu e', welche der Ebene c in v begegnet, 
wobei y paraücl sein wird zur Schnittlinie s von e und «'. 
Vom Auge aus fallen mr in dieser Parallelebonc eine 
Senkrechte 00j_ auf v imd machen ferner: 

Treffen die Verbindungslinien POg und POj^ in Pq bezw. P^ 
die Gerade s, so steht auch F'P^ senkrecht auf s, und 
weiter ist: 

Klappen wir demnach die Ebene e' um die Spur s in die 
Ebene e um und sind in dieser letzteren die Linien v, s 
und die Punlite 0^ und 0^ gegeben, so finden wir {Fig. 55) 
das Bild Pq eines Punktes P nach der ümklappung, indem 
wir P mit den festen Pmditen Oj imd Oq verbinden, da- 
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durch auf s die Punkte P^ und F^ erhalten und in 2\ eine 
Senkrechte von der Länge -f^Po errichten, so daß also: 

PiPo'=Pii'o 
Konstruiert man zu allen Punkten P einer Figur nach 
dieser Vorschrift die zugehörigen Punkte Po, so bilden diese 




die Perspektive der genannten Figur. Soll ein Apparat 
diese Perspektive zeichnen, wenn P das Original durchläuft, 
so muß er mithin Folgendes leisten: 

erstens hat er für jede Lage des Punktes P die 
zugehörige Strecke P^Po der Länge und Lage nach 
auf der festen Geraden s za markieren; 
zweitens muß er diese Strecke PiPq in Pi senk- 
recht antragen. Im Interesse der praktischen Aus- 
fuhrung hegt es dann noch, die Sb:ecke P^Pq nicht 
im Punkte P^ selbst anzutragen, sondern sie, eventuell 
noch mit einem Faktor multipliziert, um ein kon- 
stantes Stück auf s zu verschieben, damit die 
Figuren aus einander gerückt werden. 
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121. Die erste Aufgabe leistet der in Rede stehende 
Perspektograph, indem zwei Lineale an zwei Füliraugä- 
punktfin (öo, Ol) hingleiten 



(Fig. 55), welch letztere auf 
einer Sdiieberführung ver- 
stellbar angebracht sind. 
Der Schnittpunkt der bei- 
den Lineale tragt den Füh- 
rungsstift (P), und die 
Punkte Pi und P^ werden 
auf einer zweiten Sehieber- 
fiihrung markiert. 

Den zweiten Teil der 
Konstruktion führt ein so- 
gen anntes „Froschschenkel- 
system" aus- Zwei Rhom- 
ben ÄBCD unAAEFO Fig.ss. 
{Fig. 56) haben eine Ecke A 

gemeinsam. Indem man die Seiten BÄ und £]Ä einerseits, 
1)A und GA andererseits je aus einem Stücke herstellt, wird 





erreicht, daß BA stets senkrecht auf PIA iiod ebenso DA 
senkrecht GA. Im übrigen sind beide Rhomben als Ge- 
lenkparallel ograrmne konstruiert. Die obere Hälfte des 
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Apparates findet man in der Figur angedeutet. Die 
Stange HC ist um die eigene Länge verlängert, so daß: 



Dann ergibt sieh unmittelbar, daß: 

AH±AC 

Die Seiten der beiden Rhomben können in ein 
Verliältnis stehen, so daß also: 

AB='k- AE 
/c := 1 liefert den einfachsten und gewöhnlichen Fall. 
Natürlich ist mithin auch: 

AH^h-AF 

An dem Apparate ist mm der Ort A durch eine Stange 
mit dem Punlit« P^, der Punkt F ebenfalls durch eine feste 
Stange mit dem Punkte P^ verbunden. Wir erhalten dann: 

AH^ k ■ AF=J;(AP, — FP,) = Ji(AP^—FPa+P,P,) 

AH=c + h- P^Po 

Werden die Punkte P^ imd P,, auf der Schieberführung in 
bestimmter Weise festgelegt, so richten sieh darnach auch 
die Punkte A und F, und der Endpunkt H liefert den dem 
Punkte P(i' entsprechenden Punkt der Zeichnung. Ein in H 
angebrachter Zeichenstift beschreibt demnach die um die 
Strecke AP^ nach links und um das Stück c nach oben 
verschobene und im Maßstäbe k geänderte Perspektive der 
von P durchlaufenen Figur. 

122. Der ganze Apparat, wie ihn die beigegebene Ab- 
bildung 3 zeigt, enthält demnach folgende Bestandteile: 

Zwei Lineale, durch deren Schnittpunlit der Fuhrungs- 
stift P hindurch geht; 

zwei feste Führungspunkte, welche auf einer Schieber- 
führung V (m der Abbildung oben) verstellbar an- 
gebracht sind und längs welcher die Lineale gleiten; 
eine weitere Sehieborführung s (in der Ab- 
bildung unten), parallel zur oberen Schieb er führ ung an- 
gebracht. Diese imtere Sohieberführung enthält einen 
doppelten Schieber: ein hölzernes Schieberlineal, welches 



y Google 



Apparate 



leciai 



sehen Beschreibung u 



203 



selbst wieder zwei verstellbare Ösen trägt. Durch 
diese entiiält eine runde Eisenstange ihre Führung; 

zwei Führungspunkte (a, f), welche auf der unteren 
Schieberführung bewegt wei'den. Der eine, a, ist mit 
dem hölzernen Schieber s, der andere, f, mit der 
Eisenstange fest verbunden Die beiden Lineale, 
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welche um diese Führungsponkte sich drehen und 
längs derselben sieh v er schieben können, regulieren 
die Lage dieser beiden Punkte; 

die Frosehschenkel mit dem Zeiehenstift: der ge- 
meinsame Eckpunkt A der beiden jRhomben ist mit dem 
hölzernen Schieber und infolgedessen mit dem Führungs- 
punkte a starr verbunden; die rechte äußerste Ecke i* 
des Froschschenkelsystems dagegen wird an der eisernen 
Stange befestigt, also mit dem Führungspunkt f in 
feste Verbindung gebracht. Übrigens sind zwei der 
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Seiten des einen Rhombus verlängert und jede der- 
selben kann den Zeicheiistift aufnehmen. 

In welcher Weise der Apparat zu orientieren ist, ei^ibt 
sich ohne weiteres. Es mag noch hinzugefügt werden, 
daß unsere ganze Betrachtung durchaus unabhängig von 
dem Winkel ist, den in Figur 54 die Ebene e mit der Bild- 
ebene e' bildet. Die genannten Konstraktionen gelten für 
jede beliebige Lage der abzubildenden Ebene e. Auf die 
weitere Verwendimg des Apparates zur Abbildung räum- 
licher Objekte kommen wir noch zurück. 

Erwähnt kann bloß werden, daß G, Hauck einen 
Apparat konstruiert hat, der es ermöglicht, aus Grund- und 
Aufriß eines raiunlichen Objektes eine Perspektive des- 
selben zu ermitteln, E. Brauer hat diesen Apparat in 
konstruktiver Hinsicht verbessert. Man vergl. „J^estschrift 
der technischen Hochschule zu Berlin" zur Feier der Ein- 
weihung ihres neuen Gebäudes am 2. November 1884, Seite 213, 
sowie „Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure", Band 35, 
1891, Nr. 28, Seite 782. 



§ 21. Anwendungen in der darstellenden Geometrie. 

Bild und Umklappung einer ebenen Figur. 

123. Um die wahre Gestalt einer ebenen Figur, die 
durch ihre Bisse gegeben ist, zu ermitteln, verfährt man in 
der darstellenden Geometrie in der Weise, daß man die 
Ebene dieser Figur in die Zeichenebene „umlegt" oder „um- 
klappt". Dies möge au folgendem Beispiel erörtert werden: 
Ein ebenes Sechseck ist durch seine Bisse gegeben; 
dessen wahre Gestalt zu zeichnen. 

In Figur 57 sei das Sechseck, dessen Ebene in den 
beiden Tafehi die Spuren s^ und t^ ausschneidet, dnteh 
Grund- und Aufriß gegeben. X)reht man diese Ebene 
um die erste Spur s^ in die Zeichenebene und bestimmt 
die Lage des Sechsecks nach Ausführung dieser Operation, 
so erhält man die Umlegung und damit die w^ffe Ge- 
stalt des Sechsecks, die mit AgB^ Cf, ... bezeichnet 
ist. Aus einfachen geometrischen Gründen folgt als Be- 
stätigung des in 105. erwähnten Satzes, daß der erste 
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Eiß ^i-ßiCi ... und die Umlegung A^B^Cq... afiin-per- 
spektive Systeme sind. Alle Verbindungsliiiien entsprechender 
Punkt wie A^Ä^, SiB^f ••• laufen parallel, nämlicli senk- 
orcht zur ersten Spur s^, alle entsprechenden Geraden wie 
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A^Bi und ^-Öß, ^i-Ei und B^E^, . . . bogegnen sich stets 
auf der Kollincations- oder Affinitätsachse s^. Die koa- 
struktive Verwendbarkeit dieser Beziehungen liegt auf der 
Hand. Hat man sich eiuen Punkt der Uralegung, etwa A^, 
durch Konstruktion des zugehörigen Dreiecks verschafft, so 
kann man alle übrigen Ecken Ba, Cd, ... vermöge der 
affinen Eigenschaften durch bloßes Ziehen von geraden 
Linien ausfind^ machen und überdies bieten sich überall 
Kontrollen für die Eichtigkeit oder Genauigkeit der Aus- 
führung. 

Legt man die Ebene um i^ in die zweite Tafel um, so 
besteht der gleiche Zusammenhang zwischen dieser Um- 
legung und dem zweiten Riß der ebenen Figur. 

Endlich sind auch der erste und zweite Hiß eines 
ebenen Gebildes selbst wieder affin-perspektiv. Die zu 
dieser Affinität gehörige Achse leiten wir durch folgende 
Überlegung ab. Die Aufrißebene steht im Eaiune senk- 
recht auf der Grundrißebene und wird in diese umgeklappt. 
Dabei überstreicht sie einen rechten Winkel. Halbiert man 
diesen durch eine Ebene, welche also die Kante oder Achse 
enthält, so überzeugt man sich leielit, daß alle Punkte und 
Geraden dieser Ebene die Eigenschaft besitzen, daß sich 
ihre beiden ßisse nach der Zusammenklappung der Tafeln 
vereinigen. Diese Ebene mag als Koinzidenzebene be- 
zeichnet werden. Mit der Ebene (Sj^a) des Sechsecks hat 
sie eine Gerade ß gemein, welche offenbar durch den Schnitt- 
punltt der Spuren Sj und t^ gehen muß und deren Risse 
zusammenfallen. Jeder Schnittpunkt irgend zweier ent- 
sprechender Eisse, wie J'jDiundi^aDa, C^B^ imi C^D.^ u.S.t, 
ist aber ein Punlit der Koinzidenzebene, muß demnach der 
Schnittlinie p angehören. Auf dieser Geraden p^, j)^ be- 
gegnen sich mithin die beiden Eisse einer jeder Geraden 
der Ebene (s^^). Diese Gerade i>i, p^ gibt die Affinitäts- 
achse für die affine Beziehung der beiden Eisse einer ebenen 
Figur, die AiHnitätsrichtung ist durch das Kantenlot {A^A^) 
fixiert. 

124. Wird eine ebene Figur, etwa ein Viereck, in 
Parallelprojektion (schiefer Projektion, Cavalierperspektive) 
dargestdlt, so benutzen wir die Aufriß- oder XZ-^heae 
als Zeichenebene. Um die Richtung der Projektionsstrahlen 
im Eaume festzulegen, darf man sich fürs erste die T'-Aehse 
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(Fig. 58) beliebig geben, außerdem etwa noch einen Punld; E^, 
der das Bild eines Punktes E sein soll, welcher im Ab- 
stände OEi auf der iii zur Zeichenebene errichteteu 




Senkrechten liegt Diese Strecke OE^, deren Parallel- 
projektion also OEj^ wird, tragen wir von aus auf der 
negativen 2- Achse an. Für das Verhältnis von OE-^ 
und OEj wählt man einen einfachen Bruch, z. B.: 

OE^ ~ 2 

Ein Punkt wii'd in dieser Darstellung bestimmt durch die 

Angabe von A und A^, welch beide Elemente auf einer 

Parallelen zuv Z- Achse liegen müssen, A ist dabei der 
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Parallelriß des üaumpuDktes , Ai der des ersten Bisses 
dieeea Punktes. 

Beispiele für die bei dieser Projektionsmethode auf- 
tretenden geometrischen Verwandtschaften bietet folgende 
Aufgabe : 

Eine Ebene ist in schiefer Projektion gegeben, 
sowie von einem in ihr gelegenen Viereck der 
Grundriß. Msm zeichne die Darstellung des Vier- 
ecks, sowie die wahre Gestalt des Grundrisses und 
des Vierecks selbst. 

Sind die drei Spuren s, t, u einer Ebene gegeben 
(Fig. 58) und nehmen wir den Grundriß Äi^B^Cißi eines 
Vierecks beliebig an, so ist das Bild ABCD daraus in ein- 
feeher Weise abzuleiten. Denn auch diese beiden Systeme 
stehen zu einander in einer affin- Perspektiven Beziehung, 
deren Achse die Spur s ist. Der Geraden OX entspricht 
die Spur t. AB und A^B^, CD und GxB^ u.8.f. schneiden 
aich auf s. 

Wird weiter verlangt, die wahre Gestalt des Grund- 
risses des Vierecks zu zeichnen, so klappen wir zu diesem 
Zwecke die Grundrißebene um ihre Spur OX nach abwärts 
in die Zeiehenebene herab. Wiederum werden naeh dem 
Satz von 105. die Umlegnng und der Grundriß Aj^B^C^D^ 
affin-perspektive Figuren sein. Da femer der auf der Senk- 
rechten in zur Zeichenebene gelegene Punkt, dessen 
Parallelriß ^^ ist, bei der Umklappung der Grundrißebene 
nach El fällt, so gibt die Linie E^El die Affinitäta- 
richtung. Bezeichnen wir die Umlegmig mit A-^, Bi, . . ., 
so liegen diese Punkte auf den Parallelen zu E^Ej durch 
Aj_, Bi, . . . Zieht man außerdem durch A^ eine Parallele 
zu Linie OY, so geht deren Umlegung durch den Schnitt- 
punkt der Parallelen mit OX und ist überdies zur Linie OX. 
senkrecht. Auf ihr muß A!^ ebenfalls gelegen sein. Die 
Konstrulttion der wahi'en Gestalt ^J J5| Cll)\ des Grund- 
risses des Vierecks erledigt sich damit in einfacher Weise, 
wobei noch beachtet werden kann, daß A^B^ und jiJ-Bf u. s. f. 
sich auf OX schneiden. 

Die letzte Aufgabe endlich, auch die wahre Gestalt des 
Vierecks AB CD selbst zu zeichnen, macht es noch nötig, 
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die Ebene (stti) um die Spur t in die Tafel umzulegen. 
Zum Punkte Ä konstruiert man dann vorerst den Aufriß A^ 
durch Ergänzung des aus Figur 58 ereiclitlichen Parallelo- 
grammes: das von J^ auf t gefällte Lot ist ein erster Ort 
für die Umlegnng Aq. Die ^/-Ordinate des Punktes A, 
aus der vorigen Ümlegung bekannt, ermöglieht aus einem 
rechtwiniteligen Dreieck den Abstand des Punktes A^^ von t 
zu entnehmen. In der Verbindungslinie AA^, gewinnt man 
folglich die Eiclitui^ der Affinität der pei«pektiven Systeme 
j4q, So, . . . und A, B, . . ., deren Achse t ist. Die wahre 
Gestalt AoBoCqDo des Vierecks kann dann ohne Mühe 
gefimden werden. 

Die in den Figuren 57 und 58 daigcetellten geo- 
metrischen Verwandtschaften, wie sie zwischen den Rissen 
imd Umlegungen eines ebenen Systems auftreten, führen zu 
affin-perepektiven Beziehungen zwischen einem Kreise und 
einer Ellipse oder zwischen zwei Ellipsen, wenn statt des 
im Eaume gelegenen Polygons ein Kreis der Betrachtung 
zu Grunde gelegt wird. Statt dies näher auszuführen, 
behandeln wir im folgenden einige speziellere Ellipsen- 
Konstruktionen. 

Die Ellipse als affines Bild des Kreises. 
125. In einer unter dem Winkel <p gegen die Zeichen- 
ebene geneigten Ebene liege ein Kreis vom Kadius a, dessen 
Mittelpunkt M in der Zeichenebene, also auf der Spur s (Fig, 59) 
sich befinden möge. Diese Spur enthält den Durchmesser AA' 
des Kreises. Projiziert man den Kreis orthogonal in die 
Bildebene, so erhält man nach bekannten Sätzen eine EDipse, 
deren große Aclise mit AA' zusammenßült, während die 
kleine Aclise die Projektion des zu AA' senkrechten Kreis- 
durchmessers wird. Bezeichnen wir deren halbe Länge 
mit b, so ist: 

h = MJ3i = a • cos (p 
Um eine Konstruktion der Ellipse zu erhalten, legen wir 
den Kreis in die Zeichenebene um und benutzen die affine 
Beziehung zwischen der Ümlegung und der Ellipse. Dem 
Punkte Sq z. B. entspricht B^, s ist die Afßnitätsachae. 
Demnach können wir zu einem Punkte Pj des umgelegten 
Kreises den zugehörigen Ellipseupirnkt P^ finden, indem wir 
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_BoPd mit s zum Schnitt bringen uud diesen Pmikt T mit 
B^ verbinden. Auf dieser Linie B^^T schneidet die Senlc- 
rechte P^Q zu. s den Ellipsenpunkt P^ aus. 




Um diese Konstruktion von dem Punkte 2' unabhängig 
zu machen, ziehen wir durch Pj eine ParaUele zu s, welche 
mit dem Radius PaM den Schnittpunkt P' bestimmt.-' Dann 
folgt aus: 

P-M P^Q B,M 

PaM~ P^Q ~B^M 

p-M^B,M==b 
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Alle Punkte P' liegen folglich auf einem Kreise über 
der kleinen Achse der Ellipse. Geht man von den beiden 
konzentrischen Kreisen mit den Radien a und h aus, so 
ergeben sieb Punkte der Ellipse durch folgende Konstruktion: 
wir ziehen irgend einen Durchmesser der beiden Kreise, der 
die Schnittpunkte Po ^^^ P' liefert; eine Parallele durch P^ 
zur kleinen Achse und durch P' zur großen schneiden sich 
in dem Punkte I\ der Ellipse. In der Figur 59 sind einige 
Punkte des unteren Bogens der Ellipse auf diese Weise 
konstruiert. 

Diese punktweise Konstniktion der Ellipse stellt nichts 
anderes vor als einen konstruktiv bequemeren Ausdruck für 
die Projektion der Ellipse aus dem Kreise über AA' oder auch 
für die affine Beziehung beider Kurven. Diese gibt uns auch 
die Möglichkeit, Aufgaben, die sich auf die Ellipse beziehen, 
dadurch zu behandeln, daß man dieselben auf das affine 
System des Kreises überträgt, für diesen die Lösimg durch- 
fiilirt und diese dann wieder in das gegebene System zurück- 
transformiert. 

126. Dieser Gedanliengang fährt bei den folgenden 
Aufgaben zu einfachen Losungen: 

Von einer ElEpse sind die beiden Hauptachsen der 
Lage und Größe nach gegeben. Man zeichne: 

a) in einem gegebenen Punkt« der Ellipse die Tangente 
imd Normale; 

b) zu einem gegebenen Durchmesser der Ellipse den 
konjugierten; 

c) die Schnittpunkte einer gegebenen Geraden mit der 
Ellipse; 

d) die Tangenten, die parallel einer gegebenen Geraden 
an die EUipse gehen; 

e) die Tangenten, die durch einen gegebenen Punkt an 
die Ellipse gehen; 

f) zu einem gegebenen Punkte die Polare; 

g) zu einer gegebenen Geraden den Pol. 

Ad c) Als Beispiel sei die Aufgabe behandelt, die 
Schnittpunkte der gegebenen Geraden g^ mit der Ellipse zu 
konstruieren, derenHauptachsen^iJ-fundBiBf sind (Fig. 60). 
Zunächst verschaffen vih: uns die (Jerade ^o, welche in dem 
affinen System des Kreises über A^Ai als Durchmesser der 
Geraden g-^ entspricht. Ziehen wir in B^ die Tangente ^ 
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an die Ellipse, welche parallel JiAi verläEft, so wird dieser 
Geraden die Parallele t^, durch Sq zugeordnet sein, und dem 
Schnittpunkte 2\ von g^ und t^ entspricht der Schnittpunkt Tp 
der Senkrechten zu ÄiAi mit ^. Da weiter ^i^ und go sich 
auf der Achse AiÄi begegnen, so ist g^ bestimmt. Die 




Schnittpunkte M^, JV(, von (/d mit dem Kreise liefern zurück- 
projiziert die verlangten Schnittpunkte M^ und N^ der 
Geraden i/^ mit der Ellipse. Sie sind mit der gleichen 
Genauigkeit konstruiert, mit der man die Schnittpunkte 
einer Geraden und eines Kreises graphisch ermittelt. 

127. Die Figur 59 läßt endlieh noch eine andere Aiii- 
fassung zu. Denken wir uns den Kreis über J3ilB[ in der 
Zeichenebene liegend, die Ellipse dagegen aus derselben 
herausgedreht und zwar um die Gerade ByB^. Welchen 
"Winkel dann auch die Ebene der Ellipse mit der Zeichen- 
ebene bildet, die Orthogonalprojektion der Ellipse in diese 
ist jedenfalls wieder eine Ellipse, deren eine Aclise mit 
BilB{ sich deckt. Wählt man den Neigungswinkel (p, der 
durch die Beziehung gegeben ist: 

b 
cos q; = 
^ a 

SO wird (Fig. 59 oben) auch die andere Achse der Projektion 
= 2& und diese selbst geht in den Kreis über BiJB{ über 
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Demnach kann die Ellipse auch zn diesem Kreise in eine 
affine Beziehung gebracht werden. Dem Punkte P^ ent^ 
spricht P' u. s. f., und BiBl ist die Achse für diese 
Affinität. 

Auch diese Eigenschaft läßt sich in konstruktiver Hin- 
sicht verwerten. Z, B, nrnß die Tangente im Punkte P^ 
der Ellipse einerseits dm'ch den Punkt X geben, in welchem 
die Kreistangente in P^ die Achse s trifft, andererseits aber 
auch durch den Punkt Y, welchen die Tangente in P' an 
den kleinen Kreis auf 5,P' bestimmt. Schließlich kann 
man die Ellipse der Eigur 59 auch noch als eine ParaJlel- 
projektion des um B,B{ gedrehten kleinen Kreises be- 
trachten, was zu der gleichen afßneu Beziehung führt. 

128. Setzen wir die Tatsache als bekannt voraus, daß 
auch eine beliebige Parallelprojektion eines Kreises eine 
Ellipse liefert, so können wir daraus eine Kousti-uktion 
dieser Kurve aus zwei beliebigen konjugierten Durchmessern 
ableiten. Denn sind PP' und QQ' zwei solche (Fig. 61), 




so denken wir uns einen Kreis über PP' als Durchmesser 
beschrieben und demselben unter irgend einem Winkel 
gegen die Zeichenebene geneigt. Der Durchmesser QQ' 
wird dann unter allen Umständen das Bild des zu PP 
senkrechten Kreisdurchmessers sein, wodurch die Richtung 
der Projektions strahlen bestimmt ist. Im übrigen interessiert 
uns die Lage des Kreises im Räume nicht weiter, da wir 
denselben doch in die Zeichenebene hereinklappen, und 
beachten, daß nach 105. der Kreis und die Ellipse affin- 
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£tiv sind, Ist MQ^ = MF iind aenkreclit zu diesem 
Durchmesser, so keimen wir in der Verbindungslinie QQ^ 
die Richtung, in PP' die Achse dieser Affinität. Aus 
den Punkten dieses Kreises leitet man dann weitere Funkte 
der Ellipse durch Parallele zu den Seiten des Dreiecks MQ Qq 
leicht ab, wie dies Figur 61 zeigt. 

Damit haben wir auch die Mittel, um die vorher unter a) 
bis g) erwähnten Aufgaben über die Ellipse auch dann zu 
lösen, weim die Ellipse statt dui-ch die Hauptachsen in 
allgemeiner Weise durch ein Paar konjugierter Durchmesser 
gegeben ist. Die Figur 62 gibt die vollständige Konstruktion 




für den Fall c), wobei es sich darum handelt, von dem 
Punkte A aus die Tangenten an die durch die konjugierten 
Durchmesser PP' uud QQ' bestimmte Ellipse zu zeichnen. 
Man ivird sich dann zunächst den Punkt An im affinen 
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Piuiktfeld des Kreises verschaffen, von um aus an den 
Kreis über PP' als Durchmesser die Tangenten ziehen, 
welche samt ihren Berührungspunkten in das Punktfeld der 
Ellipse übertragen die gesuchten Tangenten AJC und AY 
der Ellipse mit den Berührungspunkten ü imd Y liefern. 

Weitere Beispiele findet man auch bei v. Peschka: 
„Freie Perspektive." 2. Auflage. Leipzig 1888. Band 1, 
Seite 259. 

Schnitte von Cylindern, Kegeln, Prismen, 

Pyramiden, 
129, Bezieht ein Strahlenbündei mit endlichem oder 
unendlich fernem Mittelpunkt zwei Ebenen perspektiv auf 
einander, und greift mau aus dem Bündel eine einfache 
Mannigfaltigkeit von Strahlen heraus, welche also einen 
Kegel oder Cylinder bilden, so befinden sich die beiden 
Schnittkurven mit den Ebenen als Bestandteile der Per- 
spektiven Ebenen auch wieder in perspektiver Lage. Da- 
durch wird es möghch, die Sätae über Perspektive Punkt- 
felder für die Schnitte von Kegeln und Cylindern, eventuell 
auch von Pyramiden und Kegeln, nutzbar zu machen. "Wir 
■wollen dies an einigen Beispielen erörtern. Fürs erste 
handle es sich um folgende Aufgabe: 

In der ersten Tafel ist ein Kreis gegeben; man 
legt durch ihn in beliebiger Richtung einen Cylinder, 
Den Schnitt desselben mit der zweiten Tafel (die 
zweite Spur) zu zeichnen. 
Ist M der Mittelpunkt des Kreises, g eine der Mantel- 
linien des CyHnders, deren erster Hiß den gegebenen Kreis 
berührt (Fig. 63), so ziehen wir durch M eine Parallele zu g; 
die zweite Spur T^ dieser Geraden liefert den Mittelpunkt 
der Ellipse, in welcher der (elliptische) Cylinder die Aufriß- 
ebene durchdringt. Diese zweite Spur des Cylinders liegt 
perspektiv -affin zu dem Kreise in der Grundrißebene; die 
Verbindungslinie M^T^ gibt die Richtung der Affinität, 
deren Achse in die Kante fällt. 

Die Punkte M^ und T^ tragen Perspektive Strahlen- 
büsehel, und die entsprechenden rechten Winkel derselben 
Kefem die Achse für die Ellipse. In der Figur ist der 
Kreis durch M^ , T^ konstruiert, der seinen Mittelpunkt auf 
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der Kante des Tafelsystema hat. Die Punkte 1, 2, 3, 4 
des Kreises gehen in die mit den gleichen Nummern be- 
zeichneten Scheitel der Ellipse über. 




Daß auch die beiden Spuren irgend eines Prismas in 
dem gleichen geometrischen Zusammenhang stehen, ist ohne 
weiteres klar. 

130. Wir behandeln weiter folgende Aufgabe: 

Ein in der Grundrißebene gelegener Kreis wird 

aus einem Punkte S projiziert; man zeichne die 

zweite Spur des dadurch entstehenden Kegels. 

Ist in der ersten Tafel irgend eine Kurve gegeben, so 

schneidet der durch sie und die Spitze S gehende Kegel 
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die zweite Tafel nach 
einer weiteren Kurve, 
welche auch nach der 
ümiclappung dieser 
Tafel in die Zeichen- 
ebene perspektiv zur 
ersten Spur des Ke- 
gels he^. Die Be- 
trachtungen von 105. 
sind unmittelbar zu 
verwenden. Die Par- 
allelen Vj^ und % 
durch Si und S^ 
(Fig. 64) geben die 
Fluchtlinien dieser 
Centralkollineation ; 
ihr Centrum S muß 
auf dem Kantenlot 
SiS^ gelegen sein 
und zwar so, daß 

Dabei ist i% 
der Schnitt prmkt des 
Lotes jS^Sa mit der 
Kante, der Achse 
£ der Kollineatiou. 
Wäliien wir als erste 
Spur einen Kegel- 
schnitt, etwa einen 
Kreis, so wird die 
zweite Spur auch 
ein Kegelschnitt und 
zwar für den in der 
Figur dargestellten 
Fal! eine Ellipse, 
da die Fluchtlinie % 
den Kreis nicht 
schneidet. 




Der Mittelpunkt dieser Eüipso läßt sich unter Voraus- 
setzung der Polareigenschaftfin der Kegelschnitte in folgender 
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Weise ermitteln. Er ist defiaiert als Pol der unendlieh 
fernen Geraden. Die CentralkoUinea'tion läßt die Bezielmng 
des Pols zur Polaren iingeändert, sie fiihrt bloß die unend- 
iich ferne Gerade in % über und den Mittelpunkt der Spur- 
ellipse in den Pol von «i in bezug auf den Kreis. Um 
nun den ersteren zu zeicbnen, fallen wir vom Mittelpunkt Mi 
des Kreises aus eine Senkrechte auf v^, welche im Punkte 1 
eintrifft. Von 1 ans gehen zwei Tangenten an den Kreis, 
deren Berührungspunkte 4 und 5 verbunden die Polare von 1 
liefern. Diese schneidet den Pol 6 auf der Senkrechten M^l 
aus. Der dem Punkte 6 in der Central kollineation entr 
sprechende Punkt ist der Mittelpunkt der Spnrellipse. 

Das central- koUineare Bild finden wir, indem wir zu- 
nächst beachten, daß dem Punkte 1 ein im Unendlichen 
gelegener Punkt des anderen Systems entspricht: dies ist 
der imendlich ferne Punkt des Verbindungsstrahles IS. Zu 
den drei durch 1 gellenden Geraden gehören also drei 
parallele Gerade, und die Sti'ahlen durch das Centrum S 
bestimmen zu 4 und 5 die entsprechenden Punlcte, welche 
wieder mit den gleichen Nummern bezeichnet werden mögen, 
Der Mittelpunkt 6 der Spurellipse halbiert die Strecke 4 5. 
überträgt man auch die Punkte 2 und 3 vom Kreise auf 
die ElKpse, so hat man in 2 3 und 45 ein Paar konjugierter 
Durchmesser derselben. Die beiden Verbindungslinien 4 5 
laufen natürlich zur Achse s parallel. 

131. Wir schließen daran eine analoge Betrachtung, 
die sich im letzten Grunde auf nichts anderes als auf die 
beiden Spuren einer Pyramide bezieht. Doch wird uns die- 
selbe Konstruktionen Kefern, welche man in einem anderen 
Gebiete der darstellenden Geometrie, niimlich der Perspektive, 
fortwährend anwendet. Es sei wieder (Fig. 65) der Punkt S 
durch Grund- und Aufriß gegeben. Durch Centralprojektion 
aus S soll eine in der Gnmdrißebene liegende Figur in die 
Aufrißebene projiziert werden und zwar möge diese Figur 
in einer Reihe von Quadraten bestehen. Dieselbe beginnt 
an der Achse s des Tafelsystems und erstreckt sich auf 
der Seite der Grmrdriß ebene, welche, von S aus gerechnet, 
jenseits der Aufrißebene gelegen ist. In unserer Figur 
wäre also dieses quadratische Schema oberhalb der Linie s 
anzutragen. Um aber für das Bild dieser Figur Raum zu 
gewinnen, verschieben wir dieselbe parallel zu sich selbst 
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in der Richtung des Kanteiilotea S^S^ um ein beliebiges 
Stück nach unten, so daß die Achse s die Lage (s) annimmt 
Über dieser Linie (5) ist dann das quadratisclie Schema 
gezeichnet. Projizieren wir dasselbe, sowie überhaupt die 
ganze Grundrißebene aus S in die Aufrißebene und klappen 
die erstere in die letztere um, so sind, ganz wie bei der 
vorigen Aufgabe, die beiden Systeme auch nach der Um- 
klappung perspektiv. Das Centrum S für dieselben liegt 
auf dem Kantenlot Si»Sg, so daß 

die Parallelen durch S^ imd 8.^ 
Fluchtlinien % und u^ . 



■ Kante s liefern die 







Fig. 65. 

Um nun das Bild der Quadratreihe zu konstruieren, 
beachten wir, da£ in dieser Figur vier Systeme von Parallel- 
luiien auftreten, sofern wir uns noch die Diagonalen der 
Quadrat« zeichnen. 
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Den unendlich fernen Punkten (Eiclitungen) der einen 
Ebene entsprecben aber die Punlit« der Fluchtlinie des 
zweiten Systems.. Also gebt dureb eine CentralliolUneation 
ein Büschel von Parallelstrablen über in einen Strahlen- 
bäschel, dessen Mittelpunkt auf der Fluchtlinie der anderen 
Ebene liegt. Wir nennen diesen Punkt den „Fluchtpunkf 
der betreffenden Richtung. 

Dies vorausgesetzt, konstruieren wir jetzt die Flucht- 
punkte fa, fb, fc der drei Linien a, h, e der Figur. Um 
zum unendlich fernen Punkt von a den entsprechenden zu 
finden, beachten wir, daß derselbe jedenfalls auf der Par- 
allelen zu a durch das Centruna S liegen muß, da ja zu- 
geordnete Punkte immer auf Strahlen durch S angeordnet 
sind. Der gesuchte Fluchtpunkt /ä gehört aber sieher 
auch der Fluchtlinie m^ an, folglich fällig mit 8^ zusammen. 
Ganz in der gleichen Weise gelangen wir zu den Fluchte 
punlften f^ und f^, wenn wir durch S Parallele zu h und c 
ziehen und diese mit «^ schneiden oder indem wir auf w^ 

machen. ' 

Wir wollen noch ausdrücklich bemerken, daß also über- 
haupt der Winkel irgend zweier Geraden l, m in der Grund- 
rißebene auch gebildet wird von den Strahlen, die durch S, 
parallel zu diesen Geraden, nach ihren Fluchtpunkten fi 
und fm laufen. 

Mittels der drei Fluchtpunkte f^, fi, fc läßt sich das 

Eerspektive Bild der gegebenen Figur dann aber ohne Mühe 
onstruieren. Die Punkte auf s entsprechen sich selbst, 
und die Bilder der Parallelen zu a, h, c gehen bezw. durch 
fa, fb, fc- Die zu s parallelen Linien bleiben auch im Bilde 
zu s parallel, was zur Kontrolle dienen kann. 

Allgemeiner können wir sagen, daß das Netz mit den 
quadratischen Maschen in ein anderes Netz mit trapez- 
förmigen Maschen transformiert wird. 

AVürde man die gegebene Figur in ihre wahre Lage 
oberhalb der Achse s bringen, so würden überdies alle Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte durch S laufen. 

Die Figur 65 wird ebenso auch in der Perspektive 
entworfen. Dann hat man sich das Auge im Projektions- 
centrum S befindlich zu denken, die Bildtafel deckt sich 
mit der Aufrißebene, die Grundrißebene aber mit der 
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horizontalen „GruDdebene". Daa quadi'atisehe Scliema kann 
etwa ein Fußbodenmuster sein. Die Grundrißebene denken 
wir uns in die Aufrißebene, also in die Bildtafel gedreht, 
S^ ist der sogenannte „Haupt"- oder „Aug"-Punkt A, 
d. h. der Fluchtpunkt der Senkrechten zur Tafel, Mj ist der 
„Horizont" oder die Fluchtlinie der Grundebeue, fb und f^ 
werden die „Distanzpunkte" D und D', S^S gibt die 
,>Distanz" oder Entfernung des Auges von der Bildebene, 
s bezeichnet man als die Gnmdlinie. Wir wollen die Per- 
spektive noch benutaen, um rein elementare Lösungen der 
folgenden beiden Aufgaben durchzuführen, die allerdings in 
erster Linie ein mathematisches Interesse beanspruchen. 

Die Projektion von fünf Punkten einer Ebene 
in fünf Punkte eines Kreises. 

132. Sind fünf PQnlde in einer Ebene beliebig gegeben, 
so wird verlangt, eine Ebene und ein Projektion acentrum S 
zu bestimmen, so daß von ihm aus die fünf Punkte in die 
neue Ebene als fünf Pimkte eines Kreises projiziert werden. 
Nehmen wir an, daß die gegebenen fünf Punkte AB' G'D'E' 
sich in der Bildtafel befinden {Fig. 66) und zeichnen wir 
den Schnittpunkt /j von A'B' und CD', sowie den Schnitt- 
pUDkt f,a von B' C und A'D', Die Verbindungslinie /;/„ 
wählen wir als Horizont (%) für eine Perspektive; die 
Grundlinie s kann, parallel zum Horizont, in beliebigem 
Abstand angenommen werden. Fih' irgend ein Projektions- 
oentrnm Sy das wir in der dm'ch «^ senkrecht zur Zeichnnngs- 
ebene errichteten Ebene fixieren würden oder — was das 
Gleiche bedeutet — für irgend eine Wahl des Punktes S 
erhielten wir dann zu der Figur J.'J9' CD' eine Figur ASCD 
der Grundebene, die ersichtlich ein Parallelogramm sein müßte, 
da sowohl AB und CD als auch AD imd S C parallel liefen, 

Konstraieren wir nun weiter über /) /"„j als Durchmesser 
einen Kreis und verlegen S irgend wohin auf dessen Peri- 
pherie, so stehen die Geraden Sft und Sfm auf einander 
senkrecht, und d^ Gleiche gilt nach dem in der vorigen 
Aufgabe abgeleiteten Satze also auch von den Geraden AB 
und AB «ler BO und CD. Die entsprechende Figur 
A B CD wird also unter dieser Voraussetzung ein Kechteck. 
Diesem läßt sich ein Kreis umschreiben; es ist jetzt aber 
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noch die Forderung zu eriüillen, daß auch der zum fünften 
Punkte £" gehörige Punkt IE auf diesem Kreise liegt. 

Treffen nun die Linien A'E' und O'JS' den Horizont 
in den Punkten /a und fc, beschreiben wir auch über /"„/j 




als Durchmesser einen Kreis und nehmen als Punkt S einen 
der Schnittpunkte der beiden Kreise, so muß auch der 
Winkel ÄEC ein rechter sein, und der dem Rechtecke 
ASCD umschriebene Kreis geht durch IE. 

Konstruieren wir also für diese Lage von S die zu- 
gehörige Figur ABCDE, so sind damit fünf Punkte von 
der verlangten Eigenschaft gefunden. 
- Der Kreis durch diese fünf Punkte geht über in den 
durch die fünf gegebenen Pnzikte A', B', C, D', E' be- 
stimmten Kegelschnitt, und beide Figuren siud perspektiv 
auf einander bezogen. Definiert man die Kegelschnitte als 
Centralprojektionen eines Kreises, so ist damit ein emfacher 
und elementarer Beweis des Satzes geliefert, daß ein Kegel- 
schnitt durch fünf Punkte bestimmt ist. 
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Projektion von füuf gegebeneu Geraden 
in fünf Tangenten eines Kreises. 

133, Sind iin dual entsprechenden Falle fünf Gerade 
gegeben, so kann man die Stellung einer Ebene sowie ein 
Projektionscentram finden, so daß die gegebenen Geraden 
aus demselben in die nene Ebene als fünf Tangenten eines 
Kreises projiziert werdep. 




Ordnen wir die gegebenen fünf Tangenten in irgend 
einer Eeihenfolge an; Ä', B', C, J)', E' seien (Fig. 67) die 
auf einander folgenden Schnittpunkte. Die Linien A'B' 
nnd CD' mögen sich in /;, Ä'E' und B'C in f,a be- 
gegnen, der S^nittpunkt von A'E' und CD' sei F', der 
von A' C" und B'F' heiße M'. Als Horizont Mj der Per- 
spektive wählen wir die Verbindnngslinie fifm, die Grund- 
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linie s mag parallel zu ti^ in beliebigem Abstände angenommen 
werden. Auf dem Horizont« schneiden die Diagonalen Ä'C 
und B'F' ferner die Fluchtpunkte f/ und /i aus. Liegt S 
auf dem über /i/'t als Dnrohmesser beschriebenen Kreise, so 
muß die entsprechende Figur ÄBCF ein Parallelogramm 
werden, dessen Diagonalen A C und SF auf einander senk- 
recht stehen, d. h. ÄBCF ist ein Rhombus. Demselben 
kann ein Kreis einbeschrieben werden, das Bild dieses 
Kreises muß aber auch die fünfte Linie Ä'E' berühren. 

Um also S so zu bestimmen, daß auch diese Bedingung 
erfüllt ist, kann man folgenden, durch Winkelbeziehungen 
leicht zu erweisenden Hilfssatz benutzen: 

Werden zwei parallele Tangenten eines Kreises 
von einer weiteren Tangente in D und (? getroffen 
und ist M der Mittelpimkt des Kreises, so stehen 
die Linien MD und MG auf einander senkrecht, 
Erscheint umgekehrt eine solche Linie _D G aus 
dem Mittelpunkte unter einem rechten Winkel, so 
berührt sie diesen Kreis. 
Diesen Gedanken verfolgend, zeichnen wir noch den 
Schnittpunkt G' von A'B' und _E'D' und bringen G'M' 
und B'M' in fg und /i mit dem Horizont zum Schnitte. 
Über fäfg als Durchmesser werde ein Kreis konstruiert und 
als Punkt S einer seiner Schnittpunkte mit dem Kreise über 
fifk gewählt. Dann bietet es keine Schwierigkeiten, die zu- 
gehörige Figur ABGDE zu zeichnen, der in der Tat ein 
Kreis einbeschrieben werden kann. Dieser Kreis liefert als 
Perspektive B Bild einen Kegelschnitt, der die gegebenen 
fünf Geraden berührt. 

Die Losungen der beiden letzten Aufgaben stammen 
von Schloemilch, eine Vereinfachung auf Grund des er- 
wähnten Hilfssatzes gab Pelz: man vergleiche darüber 
folgende Arbeiten in der „Zeiteclirift für Mathematik und 
Physik", Band 39, 1894: 
Schloemilch: „Über die Konstruktion von Kegelschnitten 

aus fünf Punkten oder fünf Tangenten", Seite 117. 
Schloemilch: „Über die Kegelschnitte um und in |ein 

Fünfeck", Seite 245. 
Schur; „Über die Projektion von fünf Punkten einer Ebene 
in fünf Punkte eines Kreises" Seite 247. 
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Eine weniger elegante Lösung gab Schloemilch schon 
im Band 1, 1856 der Zeitaehr. f. Math. u. Phys. in dem 
Aufsätze: „Die Kegelschnitte als Kollinearverwandte des 
Kreises", Seite 19. 

In nahem Zusammenhange mit diesen Betrachtungen 
stehen ferner folgende zwei Aufgaben: „Einen gegebenen 
Kreis durch eine Perspektive wieder in einen Kreis zu ver- 
wandeln", ferner: „Zwei in einer Ebene liegende Kreise 
durch eine Perspektive wieder in zwei Kreise zu transfor- 
mieren". Man sehe darüber: 
Eohn& Papperitz: „Lehrbuch der darstellenden Geometrie". 

1. Bd., 2. Aufl., Leipzig 1901, 253, Seite 194. 
Schloemilch: „Zur Perspektive des Kreises". Zeitschi-, 

f. Math. 11. Phys., Ed. 40, 1895, Seite 56. 
Eeyel:„ZweiAufgaben aus derPerspektive". Ebenda, Seite 255. 
Schüasier: „Zur Perspektive des Kreises". Zeitschr. f. 

Math. u. Phys., Bd. 42, 1897, Seite 107. 
Sobotka: „Zur Perspektive des Kreises". Monatshefte f. 

Math. u. Phys., 30. Jahrg. 1899, Seite 289. 

Endiich findet man weitere Anwendungen der Perspektive 
ZLu: Lösung von Aufgaben z. B. in 
Schlotke: „Lehrbuch der darstellenden Geometrie". IV. 

Teil: „Projektivische Geometrie". Dresden 1896. 

134. Wie die beiden Spuren eines Cylinders oder Kegels 
im Ramne und auch nach der Umklappung perspektiv ge- 
legen waren, so wird das Gleiche gelten von einer Spur 
einer solchen Fläche und von ihrem Schnitte mit einer 
beliebigen Ebene und die perspektive Beziehung bleibt nach 
dem in 99. abgeleiteten Satze auch dann noch erhalten, 
-wenn wir den Schnitt in die Ebene der betreffenden Spur 
projizieren, also zum Riß übergehen. Die Spur eines Cylinders 
oder Kegels in einer der Tafeln und der Riß eines ebenen 
Schnittes einer solchen Eläehe in der gleichen Tafel liegen 
perspektiv, beim Cylinder perspektiv-affin. Wir erörtern 
3ies an zwei Beispielen; 

Ein in der Grundrißebene gelegener Kreis dient 
als Leitlinie für einen elliptischen Cylinder, dessen 
Erzeugende zur Geraden parallel sind; den Schniit 
mit einer beliebigen Ebene (s^ ^) zu zeichnen. 
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Die Parallele durch den Mittelpunkt M des Kreises 
(Fig. 68) trifft die Ebene im Punkte T, und 2; ist der Mittei- 
punkt der Ellipse, als welcher sich der Schnitt im Grundriß 
darstellt. Der Kreis in der Grundrißebene und diese Ellipse 




sind affin-perspektiv, die erste Spur s^ der achneidenden 
Ebene ist die Aclise, Jf^ y, die Richtung dieser Affinität. 
Konstruieren wir mittelst derselben zu den Punkten 1, 2, 3, 4 
des Kreises die entsprechenden 1', 2', 3', 4' der Ellipse, was 
leicht geschehen kann, da ja M^ und r, zugeordnete Punkte, 
so sind von der Grundrißellipse konjugierte Durchmesser 
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1'2', 3'4' bekannt. Die Hauptachsen wüi-de man wieder 
vermittels des Kreisea erhalten, der durch M^ und J\ geht 
und seinen Mittelpunkt auf s^ hat. 

Für den Aufriß ist eine analoge Betrachtung nicht durch- 
zufahren, da die Grundrißebene sich als eine Gerade projiziert 
und die perspelctive Beziehung deswegen ausartet. 




Als zweites Beispiel sei folgende Aufgabe diu-chgeführt : 
Auf der Grundrißebene steht ein Kreiskegel; 
dessen Schnitt mit emer Lotebene zur zweiten Tafel 
zu zeichnen. 
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Der Grundriß jSi der Kegelspitze fällt zusammen mit dem 
Mittelpimkt des Grrundkreises des Kegels (Fig. 69) und er ist 
gleichzeitig das Centnim der Centralkollineation, die zwischen 
diesem Ejeise und dem Grundriß der Sehnittkurve besteht. Den 
Punkten A', B' entsprechen die Punkte J.j , JSi , die sich aus den 
Schnittpunkten A^ , B^ das Aufrisses durch Herunterloten 
ei^eben. Den Mittelpunkt 1\ der EDipse fassen wir auf 
als Pol der unendlich fernen Geraden; ihr entspricht in der 
sehneidenden Ebene deren unendlich ferne Gerade und dieser 
wieder in der Grundrißebene die Gerade v', nach weicher 
die durch 8 zu (s^ ^) gelegte Parallelebene die erste Tafel 
schneidet. Konstruiert man also zu dieser Geraden v', die 
natürUch zu s^ parallel verläuft, den Pol 2", so ist der in 
der Centralkollineation entsprechende Punkt T^ der Mittel- 
punkt der Grundrißellipse. T' finden wir wieder, indem 
wir von S^ aus die Senkrechte auf v' fällen, welche in V 
eintrifft. IXePolai-e fB er ührungs sehne) CD' von V schneidet 
den Punkt T' aus und aus der Relation; 

ij'T' A'B'^ = — \ 
folgt, daß auch A>^, B^, T^ und der imendlieh ferne Punkt 
harmonisch liegen, aiso ist T^ die Mitte von A^ B^. Das 
gleiche Resultat erhält man auch durch eine einfache ele- 
mentare Betrachtung- Die Sehne CD' geht über in die 
zweite Hauptachse Gj, Bi der Grundriß ellipse. Statt die 
vielleicht unbequemen Elemente v' und V zu verwenden, 
kann man 0' B' unter Benutzimg des Punktes T^ der^^Bä 
halbiert, aus dem Aufriß ennitteln. Die Tangenten in C 
und C[, B' und B^ u. s. f. begegnen sich auf s^. 



§ 22. Anwendungen der Ceutralkollineatlon 
zur Konstruktion Ton Kegelsclmitteii. 

Perspektive Kegelschnitte. 

135. Betrachten wir zwei Kegelschnitte h und ¥, die 

sieh in einer Centralkollineation entsprechen. Wir wollen 

dieselben kurz als „Perspektive" Kegelschnitte bezeichnen; 

in den ITiguren 70 und 71 ist der größeren Eecjuemlichkeit 

. der Kegelschnitt k' durch einen Kreis ersetzt und 

1 das centi-alkollineare Bild h konstruiert. Die per- 
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spektive Beziehung wurde festgelegt durch die Annahme des 
Centrume S und der Achse s, sowie des Punktpaarea U, U'. 
Ja Fig. 70 ist zunächst zum Kreise h' das centralkollineare 
Bild gezeiclinet unter der Voraussetzung, daß S außerhalb 
des Kreises liegt und die Achse s den Kreis h' in reellen 
Punkten trifft. 

Da alle Strahlen durch S sowie alle Punkte auf s sich 
selbst eutsprechen, so muß der entspretihende Kegelschnitt k 




die von 8 aus an k' gehenden Tangenten ebenfalls berühren 
und durch die Schnittpunkte von s und &' hindiu-chgehen. 

Sind A' und B' die Berührungspunkte dieser Tangenten 
mit dem Kreise k', A, S die entsprechenden Berührungs- 
punkte von k, so schneiden sich die Verbindungslinien ^1 J9 
und A'S' (die Polaren von S in bezug auf fc und &') auf 
der Achse s. 

Konstruiert mau andererseits in den Schnittpunkten 
It und T von s und h' die Tangenten, die sich im Pole 3?' 
von s in bezug auf 7c' begegnen und ist P der Pol von s 
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in bezug auf h, also der Schnittpunkt der Tangenten an ]c 
in denselben Punkten B und T, so geht die Verbindungs- 
linie der entspr ecken den Punkte P und P' durch S. 

Die beiden Kegelacknitte können auch noch zwei weitere, 
reelle Schnittpunkte besitzen. Ist X', Y der eine derselben, 
BO entsprechen ihm die in der Fig. 71 angegebenen Punkte 
X, Y'. 




Gehen von S aus an k' keine reellen Tangenten und 
schneidet s den Kreis h' nicht in reellen Punkten (Fig. 71), 
so bleiben diese Betrachtungen immer noch richtig und wir 
können die Lagenbeziehung zweier Perspektiven Kegelschnitte 
xinabhäugig von der Realität dieser Elemente wie folgt zum 
Ausdruck bringen: 

Entsprechen sich zwei Kegelschnitte in einer 
CentralkolHneation, so bestimmen sie sowohl für 
das Centrum als auch für die Achse derselben die 
gleiche Strahlen- bezw. Punktinvointion konjugierter 
Elemente und sie enthalten beide die reellen oder 
imaginären Doppelelemente dieser Involutionen. 
In Fig. 71 ist die zweite (ideale) gemeinschaftliehe 
Sehne s^ der beiden Kegelschnitte, sowie der zweite Schnitt- 
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piinktjS';^ imaginärer gemeinsamer Tangenten konstruiert; wie 
dies auszufiiliren ist, soll nicht weiter erörtert werden. 

Aus diesem Satze lassen sich femer noch einige nicht 
uninteressante Folgerungen ziehen. Gehört zu einem Punkte S 
in bezug auf einen Kegelschnitt eine R«chtwiukelinvoIution, 
bei der also jeder Strahl auf dem zugeordneten senkrecht 
steht, so ist bekanntlieh der Punkt s ein Brennpuukt für 
den Kegelschnitt. Transformieren wir den Kegelschnitt 
durch eine Centralkollineation mit S als Centrum, so gehört 
diese Reehtwinkelmvolution auch zu dem kollinearen Bilde 
und es folgt daher: 

Hat ein Kegelsclmitt das Centrum einer Central- 
kollineation als Brennpunkt, so ist dieses Centrum 
auch für den ihm entsprechenden Kegelschnitt ein 
Brennpunkt, 
Zum Mittelpunkt eines Kreises gehört ebenfalls eine 
Eechtwinkelinvolution; in speziellerer Form lautet also der 
vorige Satz wie folgt: 

Beschreibt man um das Centrum einer Central- 
kollineation einen Kreis, so entspricht diesem ein 
Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt in das Gen- 
tium fällt. 
Ein Beispiel für diesen Satz liefert die zweite Aufgabe 
von 134. 

In Figur 69 ist also S^ der eine Brennpunkt der Grundriß- 
cllipse und demnach auch 

8^ C, = El T^ 
A,uch diese Eigenschaft hätte zur Konstruktion der kleinen 
Achse der Ellipse benutzt werdeu können. 



Herstellung einer Perspektiven Beziehung zwischen 
zwei gegebenen Kegelschnitten. 

136. Liegen zwei Kegelschnitte gegeben vor, so kann 
man umgekehrt nach Centralkollineationen fragen, die beide 
in einander überführen. Wir wissen bereits, daß das Cen- 
trum einer solchen Perspektiven Beziehung jedenfalls in einen 
Schnittpunkt zweier gemeinsamen Tangenten, die Achse in 
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eine gemeinsame Sehne der beiden Kegdscliuittc zu verlegen 
ist. Es hängt also diese Untersuchung zusammen mit der 
Frage naeh den zwei Kegelschnitten gemeinsamen Punkten 
oder Tangenten oder auch mit der Bestimmung des den 
beiden Kurven gemeinschaftlichen Polardrciecks. Wir ent^ 
nehmen der Theorie der Kegelschnitte folgende bekannte 
Tatsachen : 

Zwei Kegelschnitte fc und ¥ bestimmen ein und 
nur ein gemeinsames Polardreieck X YZ. Dies ist 
in Figur 72 dargestellt für den Fall, daß sowohl 
die vier Sehnittpunkte 1, 2, 3, 4 von h und h' als 
auch die gemeinsamen Tangenten I, H, III, IV der 
beiden Kurven alle reell existieren. Dann kann 
man zu dem Polardreieck gelangen, sowohl aus- 
gehend von dem vollständigen Viereck 1, 2, 3, 4 
als auch unter Zugrundelegung des vollständigen 
Vierseits I, II, III, IV, Im ersten Falle ist das 
Polardreieck identisch mit dem Dreieck der Neben- 
ecken, im zweiten Falle mit dem Dreiseit x, y, s 
der Kebenseiten dieses Vierseits. 

Die fundamentale Eigenschaft des Poiardreiecks läßt 
sich in folgender Weise zum Ausdiiick bringen: Jeder seiner 
Ecken sind alle Punkte der gegenüberliegenden Seite 
konjugiert in bezug auf die beiden Kegelschnitte, also z. B. 
dem Punkte X alle Punkte von x. Ebenso sind zu jeder 
Seite (z, B, x) des Polardreiecks alle durch die gegenüber- 
liegende Ecke (X) gehenden Strahlen konjugiert in bezug 
auf beide Kegelschnitte. Dies besagt zunächst, daß jede 
Seite des gemeiuschaftliehen Poiardreiecks der beiden Kegel- 
schnitte die Polare der gegenüberliegenden Eclte in bezug 
auf beide Kegelschnitte ist. Weiter aber leiten wir daraus 
noch folgende allgemeinere Eigenschaft ab: Wählt man nnf 
einer Seite des Polardreiecks z, E auf x einen Punkt, so 
fallen seine beiden Polaren in bezug auf Ä und h' zwar nicht 
zusammen, wohl aber gehen sie beide durch die gegenüber- 
liegende Ecke X, Der dual entsprechende Satz ist leicht zu 
formulieren. 

Dies vorausgeschickt, betrachten wir in Figur 72 etwa 
den Schnittpunkt 8 der Tangenten III und IV, der auf der 
Seite X des Polardreiecks liegt. Sind A und B die Beruh- 
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nmgspunkt« dieser Tangenten mit h, A', B' die mit k', so 
müssen nach dem eben Bemerkten die Polaren AB und A' B' 
durch 2 gehen, in welchem Punkte gleichzeitig die gemein- 
schaftlichen Sehnen 1 2 und 3 4 oder s^ und s zusammen- 
treffen. Wählt man S ala Centrum nnd s als Achse einer 




Centralkollineation und entsprechen sich ferner noch A und J.' 
in dieser Beziehung, so ist diese Kollineation dadurch be- 
stimmt. Der Kegelschnitt it wird dami in einen zweiten 
Kegelschnitt h" übergeführt und man erkennt leicht, daß h" 
mit k' identisch sein muß. Denn/;" geht durch die Punkte 
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3 lind 4 und berührt die Tangenten III und IV in A' und S', 
hat also mit /c' sechs Punkte gemein. Statt der Sehne s 
können wir aber auch Sj als Achse der Perspektiven Be- 
ziehung annehmen. 

Geht man umgekehrt von einer Sehne, etwa s, aus, 
so lassen sieh zwei Punkte S und Si auffinden, derart, daß 
für s als Achse S oder Si die Centren von K.ollineationen 
sind, welche die beiden Kegelschnitte in einander trans- 
formieren. Mithin folgt: 

Haben zwei Kegelschnitte vier reelle Schnittpunkte 
und vier reelle gemeinsame Tangenten, so gibt es 
12 Centralkollineationen, iu denen die beiden Kurven 
einander entsprechen. Zu jedem Schnittpunkt zweier 
gemeinsamen Tangenten, der als Centrum einer 
solchen Central koUineation genommen wird, gibt es 
noch zwei gemeinsame Sehnen, welche als Achsen 
der Beziehung dienen können und zu jeder gemein- 
samen Sehne der beiden Kegelschnitte, in welche 
die Achse einer solchen Centralkollineation verlegt 
wird, kann man zwei Lagen für das Centrum angeben. 
Ohne Mühe kann man diesen Sätj;en auch eine räum- 
liche Bedeutung abgewinnen. Wenn z. B, zu jeder Sehne" s 
zwei Centren bestimmt, so heißt dies offenbar auch: 

Durch zwei im ßaume gelegene Kegelschnitte, 
weiche sich in zwei Punkten begegnen, kann man 
zwei Kegel zweiter Ordnung legen. 
137. Berübi-en sich die beiden Kegelschnitte k und h' 
in einem Punkte, so kann mau entweder diesen Berühnmgs- 
punkt als Centrum einer KoUineation wählen, deren Achse 
dann als die gemeinsame Sehne eindent% bestimmt erscheint 
oder es steht uns frei, in die gemeinsame Tangente im Be- 
rührungspunkt die Achse einer KoUineation fallen zu lassen. 
Dann ist deren Centrum als Schnittpunkt der zwei gemein- 
samen Tangenten wiederum eindeutig festgelegt. 

Werden die gemeinsamen Elemente der beiden Kegel- 
schnitte k und h' zum Teil oder alle vier imaginär, so treten 
gewisse Modifikationen ein: man kann beweisen, daß die 
beiden Kegelschnitte immer noch auf vier verschiedene Arten 
perspektiv liegen. Es mag hier die Bemerkung genügen, 
daß auch d!u:ch zwei Paare imaginärer Punkte immer ein 
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reelles Geradeupaar geht (s mid s^ in Fig. 71) und daß zwei 
Paare imaginärer Gerade immer ein reelles Puiiktpaar ent- 
halten {S und S^ in Fig. 71). 

Lassen die beiden Kegelschnitte z^vei gemeinsame Tan- 
genten zu, ■welche parallel laufen, so liegt ein Schnittpunkt S 
im Unendlichen (Fig. 73). Benutzt man diesen Punkt S als 
Centrum, sowie eine der zugehörigen Sehnen als Achse s 
einer Centralkollineation, so werden durch diese Verwandt- 
schaft die beiden Kegelschnitte perspektiv-affin aufein- 




ander bezogen. Der Mittelpunkt des einen geht iu den des 
andern über; Beispiele daüir haben wir bei den Schnitten 
von Cyiindern kennen gelernt (129, 134). 

Zwei älmliche und ähnlich liegende Kegelschnitte Je und fc" 
(Fig. 74), die einander in einer Ähnlichkeitstransformation 
entsprechen, bestimmen auf der unendlich fernen Geraden, 
der Achse s dieser Centralkollineation, dieselben beiden 
Sclmittpunkte. Gehen umgekehrt zwei Kegelschnitte durch 
die nämlichen zwei unendlich fernen Punkte, so ist dies die 
hinreichende Bedingung für diese Lagenheziehung. Man 
kann zwei Ähnliehkeitspunkte auffinden. 
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Aufgaben über Kegelschnitte, durchgeführt mittels 
einer Centralkollineatioii. 

138. Soll ein Kegelschnitt aus bestimmten, 
Elementen konstruiert werden oder wird verlangt, ^ 
Konstruktionsaufgaben fiir ihn durchzuführen, wie z. B. das 
Aufsuchen der Schnittpunkte mit einer gegebenen Geraden 
oder der Tangenten von einem Punkte aus, so kann man 
in vielen Fällen folgenden Weg einschlagen: man zeichnet 
sich einen zweiten Kegelschnitt und zwar, der konstruktiven 
Bequemlichkeit wegen, stets einen Kreis, der perspektiv auf 
den gesuchten Kegelschnitt bezi^en wird. Gelingt es, diese 
Centralkoliineation, also ihre Achse und ihr Centrum, zu be- 
stimmen, so kann nun die Aufgabe für den Kreis gelost 
und die Lösung aus der Ebene des Kreises in die des Kegel- 
schnittes übertragen werden (vei^l. auch 125., 126.). WirwoDen 
dies an einigen Beispielen durchführen, indem wir zunächst 
folgende Äi3gabe behandeln: 

Fünf Punkte eines Kegelschnittes sind gegeben, 
man beziehe einen Kreis perspektiv auf denselben. 

Sind A, B, C, D, E die gegebenen Punkte {Fig. 75), 
so wählen wir die Verbindungslinie ^.B als Kolhneations- 
achse s und legen durch A und B irgend einen Kreis h'. 
Dann ist das Centrum dieser Perspektiven Beziehung auf- 
zusuchen. Bringen wir die Verbindungslinie CD in P zmn 
Schnitte mit s, so können wir die Polare p von P in beeng 
auf den gesuchten Kegelschnitt h zeichnen; in der gleichen 
Weise finden wir die Polare q des Schnittpunktes Q. von 
DE und s. Der Schnittpunkt X von p und q ist der 
Pol von s in bezug auf den Kegelschnitt %. Ihm muß ent- 
sprechen der Pol X' von s in bezug auf den Kreis h', den 
wir als Schnitt der beiden Tangenten an k' in A und B 
sofort erhalten. Die Verbindungslinie XX' gibt einen Ort 
für das gesuchte Centrum. 

Verbinden wir aber weiter X mit B, so muß durch 
den Schnittpunkt dieser Linie mit s auch X'D' gehen. D' 
ist also einer der Schnittpunkte, welche diese letztgenannte 
Linie und h' liefert BB' bestimmt endlich auf XX' das 
Centrum 8. Die Perspektive Beziehung erlaubt dann in 
einfacher Weise die Konstruktion weiterer Elemente des 
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Xegel Schnittes Ji ans den entsprechenden Elementen des 
Kreises h'. — In ähnlicher Weise kann die duale Aufgabe 
erledigt werden, einen Kegelschnitt aus fünf Tangenten zu 
konstruieren. Eiementai'e Lösungen für beide Aufgaben 
wurden schon früher gegeben {132., 133,). 




Noch bequemer gestaltet sich die Dnrchführting fiir 
folgenden Fall: 

Von einem Kegelschnitt kennt man zwei Tan- 
genten a und Ö und ihre Berührungspunkte Ä und 
B, sowie einen weiteren Punkt C; die Schnitt- 
punkte des Kegelschnittes mit einer gegebenen Ge- 
raden zu zeichnen. 
Wir werden (Fig. 76) den Kreis so annehmen, daß er 
■die beiden Tangenten a \md 6 in A' und S' berülnt und 
in dem gleichen Winkelraum liegt wie der Kegelschnitt h. 
Der Schnittpunkt S von a imd i wird das Centrum der 
Kollineation; mit G verbunden liefert er auf dem Kreise 
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zwei Schnittpunkte. Ist C einer derselben, so bestimmen 
die beiden Perspektiven Dreiecke die Achse s. Für unseren 
Zweck ist dteselbe übrigens nicht nötig, da wir bloß die der 
gegebenen Geraden g entsprechende Gerade g' zu zeichnen 




brauchen. Dies gelingt unter Benutzung der Schnittpunkt« 
X, Y von g mit den Geraden A C und B G. Die ent- 
sprechenden Punkte X', y liefern verbunden g' und die 
Schnittpunkte P', Q' von g' mit dem Kreise geben aus S 
auf g projiziert die verlangten Schnittpunkte 7*, Q. Daran 
schließen wir endlich noch folgende Aufgabe: 

Von einer Hyperbel sind gegeben die beiden 

Asymptoten, sowie ein Punkt, Man konstruiere die 

Schnittpunkte der Hyperbel mit einer gegebenen 

Geraden. 

Jetzt sind (Fig. 77) A und B die imendlich fernen 

Punkte der Asymptoten a und 6, im übrigen ändert sich 

nichts in der Durchführung der Konstruktion. 

139. Weiter sei verlangt, einen Kegelschnitt zu kon- 
struieren aus drei Punkten A, B, und den Tangenten 
a und 6 in zweien (' 
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Wir wählen eben Kreis, der die Tangenten « und h 
beräkrt (Fig. 78) und den Schnittpunkt S derselben als 
Oentrum der Kollineation. Die Strahlen von S nach A, S, 
C schneiden den Kreis je in den Punkten A', A", JB', B", 
C, C". Ordnen wir den Pvmkten A, B, C die Punkte 




A', B', C zu, so ist durcli diese beiden Perspektiven Drei- 
ecke die Achse s der Kollineation bestinunt. Dann ist es 
leicht, von dem Kegelschnitt k weitere Elemente, z. B. die 
Berührungspunkte auf a und 6, zu konstruieren. 

Während bei den bisher behandelten Aufgaben der 
Kegelschnitt eindeutig bestimmt war, gibt es in diesem 
Falle vier Kegelschnitte mit den gegebenen Elementen. 

Zunächst können wir den Punkten A, B, G auf acht 
verschiedene Arten drei der Punkte A', S', C, A", B", C", 
zuordnen, aber je zwei solche Zuordnungen fuhren zwar zu 
verschiedenen Achsen s, aber zu dem gleichen Kegelschnitt. 
Wenn wir z, B. in der Figur den Punkten A, B, C die 
Punkte A", B", C" entsprechen lassen, so erhalten wir den 
nämlichen Kegelschnitt Tc, nur ist die zweite gemeinsame 
Sehne s^ als Achse der Centralkollineation zu Grunde gelegt 
worden. Die dual entsprechende Aufgabe, einen Kegelschnitt 
aus drei Tangenten und zwei Punkten zu konstruieren, ist 
leicht durcli die entsprechenden Betrachtungen zu t ' 
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Dagegen soll noch folgender spezielle Fall der obigen Auf- 
gabe behandelt werden: 

Einen Kegelschnitt zu konstruieren aus drei 
Punkten und einena Brennpunkt. 
Ist F der gegebene Brennpunkt (Fig. 79), so wu'd durch 
denselben auch äie Rechtwinkclinvolution festgelegt, welche zu 
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ihm in bezug auf den gesuchten Kegelschnitt gehört. Mithin 
sind auch die von F aus an den Kegelschnitt gehenden 
Tangenten, d. h. die imaginären Doppelstrahlen dieser Invo- 
lution als gegeben anzusehen. Konstruktiv verwenden wir 
dies in der Weise, daß wir das Centrum S einer Kollineation 




nach ii" verlegen und mm nach dem zweiten Satze von (135.) 
irgend einen KJeis mit F als Mittelpmikt auf den gesuchten 
Kegelschnitt pcrspektiv beziehen, Es gibt wieder vier Kegel- 
schnitte von der verlangten Eigenschaft. 

140. Einen Kegelschnitt zu konstruieren aus vier Punkten 
und einer Tangente. 
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Es seien A, S, G, D die gegebenen PuDkte, t die 
gegebene Tangente (Fig. 80)*). Die Verbindimgalinie AB 
werde als Achse s gewählt und durch A und S irgend ein 
Kreis konstruiert. Trifft CD die Achse s in P, so liefert 
das vollständige Viereck AB OD dnceh seine beiden letzten 
Gegeneeken die Polare ^ von P in bezug auf den gesuchten 
Kegelschnitt Ä. Die Polare p' von P in bezug auf den 
Kreis h' können wir aber direkt zeichnen; p vuid p' müssen 
sich auf s begegnen. Der Tangente t ordnen wir eine der 
Tangenten zu, die vom Schnittpunkte von s und t aus an 
den Kreis Tz' gehen, also etwa die Tai^eute f. Dann muß 
dem Schnittpunkt X von t und p entsprechen der Schnitt- 
X' von t' und p', so da^ die Verbindungslinie XX' das 
gesuchte Kollineationscentrum enthalten wird. 

Um dasselbe vollständig zu bestioimen, verbinden wir 
X etwa mit C. Die entsprechende Liiüe geht durch X' und 
den entstehenden Schnittpunkt auf s und schneidet den 
Kreis in zwei Punkten C und f?,'. Jeden derselben können 
wir dem Punkte zuordnen. Die VerbindungsstrahZen C C 
bezw. C C( geben dann in ihren Schnittpunkten mit XX' 
zwei Kollineationseentren S imd S^. Eine genauere Unter- 
suchung zeigt, daß es (algebraisch gesprochen) zwei Lösungen 
gibt. Die Berührungspunkte T und T^ dieser beiden Kegel- 
schnitte sind in der Figur unter Benutzung des Berührungs- 
punktes 2" ermittelt. 

Die duale Aufgabe, einen Kegelschnitt aus vier Tan- 
genten und einem Punkte zu konstruieren, erledigt sich in 
ähnlicher Weise. 



Konstruktion der Achsen eines Kegelschnitts. 

141. Enthält in einer CentraikoDineation irgend eine 
Kurve das Centrum S, so läuft die entsprechende Kurve 
ebenfalls durch S und beide Kurven besitzen überdies in S 
die gleiche Tangente, da ja alle Strahlen des Büschels S sich 
selbst entsprechen. Kennen wir nun von einem Kegelschnitt 
eine Tangente und deren Berührungspunkt, so vereinfacht 
sieh die Betrachtung noch etwas, wenn ■vvii' das Centrum der 
zu benutzenden Kolhneation in diesen Berührungspunkt ver- 
legen. Als perspektives Bild des Kegelschnittes müssen wir 



*} In der Figur fetlt der BnoliBtabe D. 
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dmm einen krfis mhlt-n, der die gegebene Tangente in 
dem BerührongspunL.t ebenfalls berührt. Die Achse der 
EoIIincation ist vo diesem I'alle eindeutig bestimmt. Ea 
möge folgendem Beispiel durchgefulirt werden, bei dem als 
zu bestimmende! Ke^ehclmitt eine Parabel auftritt: 

Von einer Parabel kennt man die Scheiteltangente, den 
Seheitel und einen weiteren Punkt; man zeichne die Schnitt^ 
punkte der Kurve mit einer gegebenen Geraden, 



S^ 


w 




f\ 




1 

/ 



Ist A der Scheitel, a die Scheiteltangente, so gibt die 
Senkrechte in ^ zu ts (Fig. 81) den Berührungspunkt B der 
oneudlicb fernen Geraden, Wir wählen daa Centrum S in ^ 
und konstruieren einen Kreis, der die Scheiteltangente in A 
berührt. Wird dieser eentralkollinear auf die gesuchte Parabel 
bezogen, so müssen wir dem Punkte S offenbar den Punkt 
JB' zuordnen. Die Tangente in B' an den Kreis und die Tan- 
gente in B an die Parabel, d. h. die unendlich ferne Gerade, 
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begegnen sich auf der Achse s der Kollineation : also folgt, 
daß s parallel zu a. Konstruieren wir noch den Punkt C, 
das Bild von C, so liefern B G und B' C einen Punkt der 
Achse und damit diese selbst. Zur gegebenen Geraden g 
verschaffen mr uns dann leicht — eventuell auch ohne s 
nötig zu haben — die entsprechende Gerade g' und deren 
Schnittpunkte X', Y' mit dem Kreise sind nur noch aus 
S auf g zu projizieren, um die gesuchten Schnittpunkte X 
und Y von g mit der Parabel zu erhalten. 

142. Es gibt nun aber unendliche viele Kreise, welche 
einen festen Kegelschnitt Ä in einem g^benen Punkte A 
berühren. Alle diese Kreise bilden ein Büschel. Besitet 




der Kegelschnitt k einen Mittelpunkt, so können wir zu A 
die in bezug auf die Äch&en symmetrisch gelegenen Punkte 
A^ und A2 (Fig. 82) aufsuchen. Die Kreise des Büschels, 
welche bezw. durch A^ und A^ gehen, müssen wegen der 
Symmetrie der Figur auch in diesen Punkten den Kegel- 
schnitt berühren. Jeder dieser beiden Kreise berührt dem- 
nach den Kegelschnitt ft doppelt, die Verbindungslinie A^A^ 
ist ein Durchmesser von Ä und es ist selbstverständlich, 
daß die Achsen des Kegelschnittes die Winkel der Tan- 
genten a und Ol in Ä mid J^, bez. a und a^ in A und A2 
halbieren. 

Verwenden wir nun zur Bestimmimg des Kegelschnittes 
etwa den Punkt A und die Tangente a, sowie die Punkte 
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B, G, D und wählen irgend eiaen die Gerade a in A 
berührenden Kreis h' als perspektives Bild, so ist durch 
die Perspektiven Dreiecke IB, C, D und B', G', W die 
Achse s der CentralkoUineation festgelegt, wahrend ihr 
Centrum S mit A zusammenfällt. Diese Achse s geht durch 
die beiden weiteren Schnittpunkte von V mit dem Kegel- 
schnitt. Durchläuft der Kreis A' das Kreisbüschel, eo bilden 
die Punktpaare, welche er auf dem Kegelschnitt Ä noch 
ausschneidet, eine Involution. Zu jedem Kreise gehört 
ein solches Punktpaar und auch umgekehrt zu jedem 
Punktpaar ein Kreis. Die Verbindungslinien der Punkte 
eines Paares oder anders ausgedrückt, alle Achsen s der oo^ 
Kollineationen laufen mithin nach 64. durch einen Punkt. 
Daß dies ein unendlich ferner sein muß, ist unschwer ein- 
zusehen. Denn greift man statt h' einen andern Kreis V 
des Büschels heraus, auf dem dann die Punkte W, C", D" 
durch die Projektionsstrahlen aus A ausgeschnitten werden, 
so ist 

B"C"-^B'C', B"D"^^B'D' u,s.f. 

imd die neue Achse s' muß parallel zu s sein. Parallel der 
Eiehtung s gibt es aber zwei Tangenten an k und diese 
berühren eben in den Punkten A^ und A^. 

Die Richtungen der Achsen des Kegelschnittes sind 
mithin auch zu erhalten als die Linien, welche die Winkel 
von s und a halbieren. Es ist also bewiesen: 

Bezieht man einen Mittelpunktskegelschnitt per- 
spektiv auf einen Kreis und liegt das Centrum der 
KoUineation auf dem Kegelschnitt, so werden die 
Eichtungen der Achsen gegeben durch die Halbie- 
rungslinien des Winkels, den die Achse der KoUi- 
neation mit der gemeinsamen Tangente im Centrum 
bildet. 
Damit ist eine Konstruktion der Achsen gegeben, die 
wir im folgenden Beispiel durchführen; vorher aber woUen 
wir aus den obigen Sätzen noch eine weitere Folgerung 
ziehen, 

143, In dem Büschel von Parallelstrahlen, den die zu 
dem Kreisbüschel gehörigen Achsen s bilden, ist auch ein 
Strahl enthalten, der durch A, d. h, durch das Centrum S 
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hindurchgeht. Der zu dieser Achse gehörige Kreis muß 
mit dem Kegelschnitt Ä drei Punkte in A gemeinsam haben, 
ist also der Krümmungskreis desselben. Wir gehen auf 
Konstruktionen desselben, die leicht abzuleiten wären, nicht 
weiter ein, sondern wollen dies Eesultat bloß noch verwenden 
in folgender Aufgabe: 

Von einem Kegelschnitt sind gegeben ein Punkt 
Ä, seine Tangente a, der Kriimmungskreis in A, 
sowie zwei weitere Punkte S und C. Man kon- 
struiere den Kegelschnitt, in Sonderheit seine Achsen, 
Die Centralkollineation hat ihr Centrum S im Punkte A^ 
SS und S liefern auf dem Kreise die Punkte B' und C 
(Fig. 83). Im Schnittpunkte der Linien B C und B' C er- 
halten wir einen Punkt der Achse s, die weiter durch A 
geht. Halbieren wir die Winkel, welche a und s bilden, so 




sind dies die Richtungen der Achsen. Auf dem Kreise 
bestimmen diese Linien die Punkte AI, A{, deren ent- 
sprechende jIj und A^ mit A drei Ecken eines dem ge- 
suchten Kegelschnitt eingeschriebenen Rechteckes geben. Der 
Schnittpunkt der Diagonalen dieses Rechteckes AA^A^A^ 
ist der Mittelpunkt des Kegelschnittes, die Längen der 
beiden Hauptachsen ergeben sich, durch Aufsuchung der 
entsprechenden Linien im Perspektiven Bilde. 

Eingehendere Ausführungen und weitere Aufgaben findet 
man z, B. in folgenden Werken: 
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Wiener: ,^ehrbuch der darstellenden Geometrie". 1. Bd. 

6. Äbschn. (X, XI). Leipzig 1884. 
V. Peschka; „Freie Perspektive". 2. Aufl. Bd. I. 

1888. 8. 253 ff. 
Vonderlinn: „Lehrbuch des Projektions-Zeichnens". S.TeiL 

2. Hälfte. Stuttgart 1892. 
Pobn & Papperitz: „Lehrbuch der darstellenden Geo- 

metiio". 1. Bd,, 5. Kap. Leipzig 1893. 
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IV. Absclinitt. 

Die projektiven Raumtransformationen. 

VIII. Kapitel. 

KoUineare imd. reziproke räumliche Systeme ia 
getrennter Lage. 

§ 23. Pie kolliiveare und reziproke Beziehung im Räume. 

Kollineare und reziproke Systeme, definiert durch 
die Zuordnung der Elemente mit den gleichen pro- 
jektiven Koordinaten. 

144. Wenden ■wir uns jetzt zur Betrachtung der "Ver- 
wandtschaft räumlicher Systeme, so tritt zunächst der 
Unterschied zu Tage, daß solche Systeme, genau genommen, 
immer dem gleichen Träger angehören, sofern sie sieh eben 
in dem einen, uns zur Verfügung stehenden Räume be- 
finden. Doch wollen wir uns einstweilen vorstellen, daß wir 
zwei sozusagen getrennte Gebiete unseres Raumes auf einander 
beziehen. Später sollen sich daran die Überlegungen schließen, 
die damit zusammenhängen, daß diese Raunigebiete erweitert 
sich ja vollständig durchsetzen. 

In jedem der beiden räumlichen Systeme oder „Räume", 
die wir mit Z und ^' bezeichnen wollen, wählen wir je ein 
Fundamentalsystem Ä^, Ä^, A^, Ä^, E bezw. AI, A(, A^, 
AI, W. Die projektiven Koordinaten Xi eines Punktes P 
von 2 und die Koordinaten x/ eines Punktes P' des Systems ^' 
beziehen sich auf diese Fundamentaltetraeder. Die einfachste 
Möglichkeit, die Punkte der beiden Systeme einander zu- 
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zuordnen, besteht nun wieder darin, daß wir solche Punkte 
in 2 und ^' einander entsprechen lassen, die in jedem der 
beiden Koordinatensysteme zu den gleichen Verbältnis- 
zahlen gehören. Offenbar ist die Verwandtschaft der Punkt- 
systeme dann eine eindeutige und sie wird durch die 
Gleichungen darstellt: 

die wir in die eine zusammenfassen: 

(1) QXt'^Xi {i = l, 2, 3, 4) 

Die Verschiedenheit der beiden räumlichen Systeme wird 

lediglich durch die Verschiedenheit der beiden Gruppen von 

I\indamentalpunktGn bedingt. 

145. Das eindeutige Entsprechen der Punkte genügt 
aber noch nicht zur vollständ^en Charakterisierung einer 
solchen Verwandtschaft. Es findet vielmehr statt bei allen ein- 
eindeu%en Punkttransformationen. "Wir gewinnen dagegen 
ein weiteres Unteracheidungsprinzip, wenn wir einen Pimkt P 
des einen Systems eine Ebene beschreiben lassen. Dami 
wird bei einer allgemeinen Verwandtschaft der entsprechende 
Punkt P' eine Fläche von irgend welcher Ordnung durch- 
laufen. In unsorm Falle ist diese Fläche wieder eine Ebene, 
wie sich aus den Gleichungen (1) durch Einsetzen in eine 
lineare Gleichung unmittelbar ergibt. Es entspricht mithin 
jeder Ebene wieder eine Ebene und folglich auch einer Ge- 
raden, dem Schnitt zweier Ebenen, wieder eiae Gerade, der 
Schnitt der zwei entsprechenden Ebenen. 

Vergleicht man die Ebenen, die durch die Substitution 

(1) einander zugewiesen werden, so leitet man zwischen den 
Koordinaten f,- und ^/ solcher entsprechenden Ebenen den 
Zusammenhang ab 

(2) ülZ-f,' (i = l, 2, 8, 4) 

Demnach haben auch entsprechende Ebenen der beiden 
Systeme die Eigenschaft, daß ihre Koordinaten durch die 
gleichen Verhältnis zahlen dargestellt werden. Ob wir also 
von den Punkten oder Ebenen ausgehen, wir gelangen zu 
der gleichen Verwandtschaft. 

Liegt ein Punkt in einer Ebene, so enthält auch die 
entsprechende Ebene den entsprechenden Punkt. Gleich- 
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bezeichnete Punkte Äf und Ä/ tragen kolliiieare Büudei, was 
daraus leicht gefolgert werden kanii, daß beide Bändel sich 
nur durcii die Vertauscbung von x'i mit Xj unterscheiden. 
In der gleichen Weise sind die Ebenenbüschel aus ent- 
sprechenden Kanten dei- beiden Fundamentalteti-aeder pro- 
jektiv. 

Für irgend zwei Ebenen e und s', die einander in ^ 
und 2' entsprechen, folgt dann aber, daß sie kollincar auf 
einander bezogen werden, Deun die kollinearen Bündel 
aus zwei Punkten Ä( und A/ schneiden aus ihnen ent- 
sprechende Elemente der Verwandtschaft aus. 

Entsprechende Gerade der beiden Räume tragen pro- 
jektive Punlitrcihen und Ebeuenbüschel. 

Durch die Zuweisung von Elementen mit den gleichen 
projektiven Koordinaten werden also die beiden Systeme ^ 
und 2' in folgender "Weise auf einander bezogen: 

Jedem Punkte des einen Systems entspricht ein 
und nur ein Punkt im zweiten und umgekehrt. 
Beschreibt der Punkt eine Ebene oder Gerade, so 
gilt das Gleiche von dem entsprechenden Punkte, 
und die dadurch entstehenden Grundgebilde zweiter 
bezw. erster Stufe sind kollinear bezw, projektiv. 
Ii^nd vier Elemente eines Grund gebildes erster 
Stufe und die vier ihnen entsprechenden bilden 
also das gleiche Doppelverhältnis. 
Die beiden Systeme nennt man „kol linear" und die 
Beziehung selbst eine „Kollineation". 

146. Benutzen wir die gleichen Verhältniszahlen, um 
durch dieselben im Systeme 2" einen Punkt ^,- , im 
System 2' aber eine Ebene f/ zu bestimmeuj so erhalten 
wir, durch die Gleichungen 
(3} Q^I-a;, (j=l, 2, 3, 4) 

definiert, die zweite projektive Verwandtschaft räumlicher 
Systeme, die sogenannte „Korrelation". 

Legen wir durch den Punkt x^ irgend eine Ebene, 
deren Gleichung 

'i'*^,-^;,-- 
und wenden auf sie die Substitution (3) an, so werden die 
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Punkte des .2''-Eauines mit den Ebenen des ^-Raumes 
durch die Formeln verknüpft: 

(4) QX^-ii (i=l, 2, 3, 4) 

Dem Ebenenbimdel Xi entspricht das Ptmktfeld in der 
Ebene f/ u. s. f. 

Diese so auf einander bezt^enen „rezipixikcn" oder 
»l^orrelativen" Systeme haben, abgesehen von dem Um 



Stande, daß sich ungleichartige Elemente — Punkt und 
Ebene — entsprechen, genau die nämlichen Eigenschaften 
wie die kollinearen: entsprechende Grundgebilde zweiter 
^ezw. erster Stufe sind reziprok bezw. projektiv. Durch die 
Möglichkeit, solche reziproke Systeme herzustellen, ■wird das 
Dualitätsgesetz in seiner Formulierung für den Raum 
bewiesen. 

Die Bestimmung einer Kollineation oder Korrelation 
ist damit gleichzeitig erledigt. Denn da fünf Punkte oder 
fünf Ebenen in allgemeiner Lage stets als ein Koordmaten- 
system benutzt werden können, so folgt: 

Eine Kollineation im ßamne ist eindeutig be- 
stimmt, wenn irgend fünf Punkten des einen Systems 
oder auch ii^end fünf Ebenen desselben ebensoviele 
Punkte oder Ebenen des zweiten Systems zugeordnet 
werden, wobei sicli diese Elemente in allgemeiner 
Lage befinden müssen. 

Eine Korrelation wird bestimmt, wenn mau zu 
irgend fünf Punkten des einen Systems fünf Ebenen 
des anderen Systems, je in allgemeiner Lage, als 
entsprechend annimmt. 
In betreff anderer Bestimmung? arten einer Kollineation 
sei nur bemerkt, daß durch die Angabe von vier Punkten 
und einer Ebene oder vier Ebenen und einem Punkte in 
jedem der beiden Systeme eine kollineare Beziehimg eben- 
falls eindeutig festgelegt wird, da vier Punkte oder vier 
Ebenen ebensoviel Ebenen bezw. Punkte liefern. Wählt 
man dagegen drei Punkte und zwei Ebenen oder drei Ebenen 
imd zwei Punkte in jedem der Systeme ganz beliebig, so 
ist im allgemeinen keine Kollineation möglieh mit diesen 
Elementen als entsprechenden. 
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147. 
dellste 
stitutioD 



,e allgemeine, lineare Substitution. 
Die Gleichungen (1) stellen nun wieder den 
Fall folgender allgemeinen, linearen Sub- 



QXi = <I^^X^-\- «23»^+ «33^+ C'U^i 
QXi^ «41 % + «42 X^ + «43 % + «44 «4 

Diese ganze Gruppe von Gleichungen ersetzen > 
die eine: 

(6) 



Qxl= S «;t Xk {i = 1, 2, 3, 4) 



Wir können damit zu jedem Punkte P mit den Ko- 
ordinaten Xi den entsprechenden P' mit den Koordinaten xl 
angeben: daß aber auch umgekehrt zu jedem Punkte P' ein 
Punkt P sich ergibt, wird klar, wenn wir die Gleichungen (5) 
nach den x, auflösen. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß dies möglich sei, wird aber dadurch 
gegeben, daß die Determinante der Substitution 



von Null verschieden sei, d.h. A^O. Machen wir also 
die Voraus setj;ung, daß zl nicht verschwindet, so liefert das 
Gleichui^ssystem (5), nach den x^ aufgelöst;, bekanntlich: 



(6) 



auxl, (i=l, 2, 3, 4) 



Hierbei ist a^ die dreireihige Unterdeterminante, die in A 
zu dem Element an, gehöit. Demnach läßt sich auch um- 
gekehrt zu jedem Punkte P' oder x! nur ein Punkt P 
oder Xi ermitteln. Beschreibt femer P oder P' eine Ebene, 
so ist der entsprechende Punkt auf eine Ebene angewiesen 
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und die Vergleichimg der Koeffizienten fölirt zu den 
transponierten Substitutionen; 



(7) 

(8) 



ßSi=- ^ auH 



- S o„ {, 



(i_l, 2, 3, 4) 



148. Aber auch die Gleichungen (5) bis (8) stellen 
keine allgemeinere Verwandtschaft dar wie die Gleichungen (1) 
und (2); vielmehr lassen sich zwei durch die Gleichungen (5) 
auf einander bezogene Systeme bei passender Wahl der 
Koordinatentetraeder wieder in der zweiten Form darsteUen: 
man hat nämlich nur nötig, in entsprechende Punkte der 
beiden Systeme auch einander zugeordnete Fundamental- 
punkte zu verlegen. So stellen z. E. die Gleichungen 

(9) Qxl^auXi (*=1, 2, 3,4) 

zwei koUincare Eäume dar, bei denen zwar die vier Ecken 
der Fundamentaltetraeder, nicht aber die Einheitspuukte 
einander entsprechen. Sind auch die Einheitspunlite einander 
zugewiesen, so erhält man eben die Form der Gleichungen (1). 
(Vergl. übrigens 92.) 

Ganz ebenso liefern die Gleichungen: 

(10) Q^'i = ^a,^x^ (J=l, 2, 3, 4) 
sowie die daraus abgeleiteten: 

(11) llBL _ ^ „„g (j _ 1, 2, 3, 4) 



Q 



(12) 



efi-^" ««»'■ (i-1, 2, 3, 4) 



(13) 



„a (i-l, 2, 3, 4) 



die korrelative Bezieliung, wie sie auch schon durch die 
Gleichungen (3) und (4) gegeben war, in allgemeinster 
Patstellung. 
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Der unendlich fernen Ebene im einen oder anderen 
System ordnet eine Kollineation im allgemeinen je eine im 
Endlichen gelegene Ebene, die sog. „Fluchtebene" zu, deren 
Gleichung aufzustellen keine Schwierigkeit bereitet (Vergl. 65.). 
Eine Korrelation läßt ebene o der unendlich fernen 
Ebene von 2 und -5" je einen im Endlichen gelegenen 
Punkt (den Mittelpunkt) entsprechen. In betreff der Ge- 
bilde, die in kollinearen bezw. korrelativen Bäumen einander 
entsprechen, kann auf das Frühere (73. 77.) verwiesen werden. 
Zusammenfassend bemerken wir: 

Die aligemeine, iineare, homogene Substitution 
im quaternären Gebiet mit nicht verschwindender 
Determinante stellt je naeh der Verknüpfimg der 
Koordinaten eine räumliche KolÜneation oder Kor- 
relation, also eine projektive Transfoiination, dar. 



Darstellung in nicht-homogenen Koordinaten. 

149. Beabsichtigen wir, eine projektive Transformation 
in nicht -homogenen, scbiefwinkeligen Koordinaten dar- 
zustellen, so können wir die zu Grunde gelegten Funda- 
mentaltetraeder zum Unendlich -Fernen in eine besondere 
Ijage bringen, indem wir etwa die Koordinatenebenen 3^4=0 
mid Xi = <i mit der unendlich fernen Ebene in jedem der 
beiden Systeme zusammenfallen lassen. Die übrigen drei 
Koordinatenebenen liefern dann je ein gewöhnliches, schief- 
winkeliges Koordinatensystem und die soeben aufgestellten 
Formeln gehen (vergl. 37) vermittels der Umformungen 

__ x^ x^ % 



über in die folgenden: 



(14) 



a^x^\y + c^i 


■■ + ä, 




' + <-(, 
i+ii. 


th^ + hy + 'k' 


i + il. 
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Die Auflösung dieser Gleichungen nach x', y', s' läßt 

sich leicht bewerkstelligen und ebenso die Aufstellung der 

Beaiehungen zwfechen den Linienkoordinaten (78.)- Es mag 

bemerkt werden, daß der unendlich fernen Ebene verschiedene 

Ebenen entsprechen, je nachdem man sie als zum einen 

oder anderen System gehör^ betrachtet. Es ze^t sich also: 

In nicht-homogenen (schiefwinkeligen) Koordinaten 

werden die projektiven llaumtransformationen durch 

eine lineare, gebrochene Substitution mit dem 

gleichen Nenner dargestellt. 

In den Gleichungen (14) treten 16 Konstante auf, die 

sich durch Division mit einer derselben auf 15 wesentliche 

reduzieren; daraus folgt: 

Es gibt cxji* Kollineationen bezw. Korrelationen 
im Eaume, oder alle Kollineationen bezw. Kor- 
relationen des Raumes bilden eine 15fach unendliche 
Maimigf altigk eit. 
Daü die projektiven Transformationen, sowohl die in 
der Ebene als auch die räumlichen, eine Gruppe bilden, folgt 
in ähnlicher Weise wie früher. (Vei^l. die Bemerkung von 51.) 

Die Ausartungen der Kollincation und Korrelation. 
150. Unerledigt bheb bisher noch der Fall, wo die 
Determinante A einer linearen Substitution den Wert 
hatte. Das Verschwinden dieser Größe hat zur Folge, daß 
zwischen den Gleichungen (5) eine hneare Abhängigkeit be- 
steht. In der Tat können wir doch für ganz beliebige Werte 
der Xt folgende Umformung durchfuhren: 



= x^A=0 



anx[ + a^ixi + 031^3 + 041:^^ = 
eine Beziehung, die überhaiipt in der Form geschrieben 
werden kann: 

^'atiXi - (i = 1, 2, 3, 4) 



qxi 0„ 0,, 


«w 




0,1% 


e»! «si «i. 


"u 




0,,», 


QXi «31 «33 


«.. 




»81 «1 


er: 


"" 




"nHi 
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Dadurch wird eine „singulare" Ebene b' im System 2' dar- 
gestellt, und einem beliebigen Punkte x, in S entspricht 
demnach ein Punkt in dieser Ebene, Betrachten wir 
andererseits die Gleichimgen 

2 aaxu=(i (i— 1, 2, 3, 4) 

so sind dies vier Ebenen im System S, und wegen ^ = 
gehen dieselben durch einen Punkt G. Dessen Koordi- 
naten "Xi befriedigen diese vier Gleichungen, und bei Be- 
nutzung dieser Werte erhalten wir folghch aus dem System 
der Gleichungen (5) für die Xi die Verhältniszahlen 
d. h. die Xi werden unbestimmt. Der Punkt G ist eiu 
singulärer Punkt des Systems S und ihm entsprechen 
alle Punkte des anderen Kaumcs 2', 

Verbinden wir ferner irgend einen Punkt von S mit 
den Koordinaten Xt mit G durch eine Gerade, so werden 
die Koordinaten eines Punktes dieser Verbindungslinie die 
Werte haben: 

Da die X,- die linken Seiten der Gleichungen (5) zu Null 
machen, so ist der entsprechende Punkt a;,' immer der gleiche, 
nämlich der Punkt in der Ebene 8', der dem Punkte Xi zu- 
gewiesen ist. Mau erkennt auf diesem Wege, daß der 
Strahlenbündel G auf das Punktfeld d' kollinear bezogen ist, 
worin wir die charakteristische Eigenschaft dieser „aus- 
gearteten" Kollineation zu erblicken haben. 

Wir haben vorausgesetzt, daß zl = war, dagegen 
sollten die dreireihigen Unterdeterminanten Oit nicht sämt- 
lich verschwinden. Die dadurch entstehende Ausartung 
einer Kolhneation ordnet demnach die räumlichen Systeme 
in folgender Weise einander: 

In 2 existiert ein singulärer Punkt G, in S' eine 
singulare Ebene ö'. Der Strahlenbündel G und das Punkt- 
feld &' sind kollinear auf eioander bezogen. Einem be- 
liebigen Punkt P von Z entspricht der Punkt, weicher dem 
Strahle FG in d' zugewiesen ist; dem Punkte G entsprechen 
alle Punkte von S'. 

151. Sind außer A auch alle di'eireihigen ünter- 
determinanten = 0, während die zweireihigen nicht alle 
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verschwinden mögen, so bestehen zwischen den Glei- 
chungen (5) zwei lineare Eelationen, wie die folgende Um- 
formung zeigt; es ist: 



e«.' 


Ol. 


»11 




Ouii + Oij«, 


sxi 


»1. 


«.1 


- 


0,,Ii + O,jI, 


exi 


«4. 


%, 


= 


««aä + OiA 
agjaii — «2i*a 



In ähnlicher Weise würde man z, B. die Beziehung 
ableiten : 

A'x( + B'xi + D'xi = 
Zwei der Gleichmigen (5) sind eine Folge der zwei übrigen. 
In jedem der beiden Systeme existiert eine singulare 
Gerade, in J! heiße sie g, in 2' h'. Der Ebenenbüschel g 
ist projektiv auf die Punktreihe h bezogen. Jedem Punkte 
von g entsprechen alle Punkte von ^', den sämtUcheu 
Punkten einer Ebene durch g entspricht der zugeordnete 
Punkt auf h v. s. f. 

Würden endlich auch alle zweireihigen XJnterdetermi- 
nanten verschwinden, so wäre von den vier Gleichimgen (5) 
nur eine unabhängig, die drei anderen Gleichungen sind 
durch Multiplikation der einen Gleichung mit bestimmten 
Zahlen hervoi'gegangen. 

Im Kaume ^ haben wir eine singulare Ebene d, etwa: 

%!% + %aÄ^g + «13^3 + «14^4= 

im System 2!' einen singulären Punkt S', dessen Ko- 
ordinaten durch die obigen Zahlen bestimmt sind. Jedem 
Punkte von H entspricht der Punkt H', da in dem Ver- 
hältnis der x/ bloß die konstanten Zahlen stehen bleiben. 
Jedem Punkte der Ebene d entsprechen alle Punkte von ^'. 
Die Ausartungen der Korrelation lassen sieh in ähn- 
licher Weise unmittelbar ableiten oder auch dadurch, daß 
man in den ausgearteten, kollinearen Systemen das eine 
durch ein reziprokes ersetzt. Bei der einfachsten Aus- 
artung der Korrelation z. B. erhält m^i in jedem Kaume 
zwei singulare Punkte, und die Bündel in denselben sind 
reziprok auf einander bezogen. 

DoeLlemann, Geomelrisclie TraQBfomattoEBn. 17 
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§ 24. Das Höblnssche Netz im Baume. 

Konstruktion eines räiimliehen Netzes. 
152. Zwei Gerade, die in einer Ebene liegen, be- 
stimmen einen Schnittpunkt, zwei Ebenen eine Schnitt- 
gerade, eine Ebene und eine Gerade im allgemeinen einen 
Schnittpunkt: dieses Aufsuchen eines gemeinsamen Elementes 
bezeichnet man als die Operation des „Schneidens", In 
gleieber Weise gibt es drei Operationen des „Projizierens"; 
zwei Punkte kaim man durch eine Gerade, zwei sich selmei- 
dende Gerade durch eine Ebene, einen Punkt und eine 
Gerade wieder dm'ch eine Ebene verbinden. Wir können 
diese Konstruktionen auch insgesamt als „lineare" be- 
zeichnen mit Eücksicht auf die Natur der dabei aus- 
zufülirendcn algebraischen Prozesse. Steilen wir uns nun 
die Aufgabe: Wieviel Elemente muß man annehmen, um 
eine unbegrenzte Reihe solcher linearer Konstruktionen aus- 
fuhren zu können und welche Eigenschaften kommen allen 
dadurch ermittelten neuen Elementen zu? 

Vier Ebenen oder vier Punltte genügen bloß zur Be- 
stimmung eines Tetraders, und die Möglichkeit weiterer 
Operationen ist nicht gegeben. Diese tritt erst ein, wenn 
wir uns fünf Punkte oder fünf Ebenen ganz beliebig geben. 
Sind in Figur 84 Ä^, A^, ..., A^ diese fünf Punkte, so 
leiten wir aus ihnen durch eine einmalige Operation des 
Projizierens zunächst zehn Verbindungsgerade ßf ab: A^A^, 
A^A^ u. s. f. Diese liefern auf einer zweiten Stufe zu je 
zweien verbunden zehn Ebenen o,-, wie A^A^A^jA^^A^A^ u.a. f., 
womit wiederum der Bereich dieser Konstruktionen, welche 
die Elemente der „zweiten Generation" erzeugen, abgeschlossen 
ist. Für die folgende Eeihe von Operationen stehen nun- 
mehr außer den fünf gegebenen Punkten sowohl die zehn 
Geraden a^ als auch die zehn Ebenen a,- zur Verfügung. 
Als neue Elemente erhalten wir Punkte und Ebenen. Wir 
können nämlich einei^eits die Verbindungslinie zweier Punkte, 
z. ß. A^A^^ mit der Ebene der drei übrigen Punkte A^^A^A^ 
zum Schnitt bringen in B^^ . Solche Punkte Sa (», h = 1,2, 3, 4) 
werden zehn zu konstruieren sein. Andererseits liefern die 
zehn Ebenen ai noch Schnittgerade: beispielsweise sehneiden 
sich die Ebenen 

Ai^A^Ag und A^A^A- 
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in einer Geraden, welche durch A^ geht und die Punkte _Bjg 
uud S^g enthält. Diese Geraden mögen mit 6^ bezeichnet 
werden: man zählt leicht ab, daß ihre Anzahl fiinfzehn 
beträgt. 

In der folgenden Konstruktionsstufe sind die Ver- 
bindungslinien der Punkte Sa ins Auge zu fassen, soweit 




aie nicht als Gerade &,■ bereits berücksichtigt wurden. Wir 
erhalten dreißig solche neue Linien c.-. Dazu kommen noch 
die Verbindungsebenen, zu denen die Geraden &,■ Ver- 
anlassung geben : dies gibt fünfzehn neue Ebenen ß^ . 

Die nächste Generetion bestände in den zwanzig Ver- 
bindungsebenen yt der Linien C(, soweit sie nicht durch die 
Punkte Äj gehen und in den Schnittpunkten der Linien C/ 

17* 
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mit den Linien ßi u. s. f. Folgende Zusammenstellung er- 
leichtert etwas den Überblick: 

Gegeben die fünf Punkte Ai : 

^ „ , ( Die 10 Geraden «(, wie A.A^. 

trste (Generation: I ti- i^ tt-i ■ t a t 

\ Die 10 Ebenen «,-, wie AiA^A^. 

(Die 10 Punkt« B^. 
Zweite „ j jj.^ j^ Gerade 6(, wie A^B^^B^^. 

^ . ( Die 30 Geraden c,- , wie B. < B, ^ ■ 

ijritte „ y j^.^ ^^ j,(^^^^^ ^^^ ^^.^ A,B,,B^sSif,B,i. 

Die 20 Ebenen 3-^-, wie B^^B^^B^^. 
Die Schnittpunkte der Linien C; mit den 
Ebenen ßt. 
u. s. f. 

Die Zahl der neu entstehenden Elemente nimmt rasch 
zu. So liefern allein die 45 Geraden ^ und Ci unter einander 
und in Verbindung mit den 35 Ebenen S,- und yt bereits 
290 Punkte, die sich in acht verschiedene Gruppen ordnen.*) 
Es ist aber auch unsere Absicht, allgemeine Sätae über 
alle auf solche Weise zu konstruierenden Elemente auf- 
zustellen. Wir bezeichnen das System der Punkte, Geraden 
und Ebenen, das wir auf diese Weise konstruieren können, 
als ein „Netz im Räume" die gegebenen fünf Punkte 
heißen die „Hauptpunkte, und die Elemente, auf welche 
wir durch die Konstruktion des Netzes geführt werden, 
nennen wii' die Punkte, Gerade oder Ebenen des Netzes. 

Ausgehend von fünf Ebenen kann man eine ganz 
analoge Nefakonstruktion durchführen. 

153. Um auf dem Wege der Rechnung die Elemente 
des Netzes darzustellen, wählen wir die Punkte A^,A^,A^,A^ 
als Ecken des Koordinatentetraeders und Ax, zum Einheits- 
punkte. Die Gleichung dieses Punktes werde mit A^ be- 
zeichnet, 80 daß also: 

Z5 = ^1 -h fs + ^s + f^ = 



*) Hamilton; „Elemente der QuaternioEen", Deutscli ' 
P. eian. Leipzig 1881. I. Band, Seite 76 f. 
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Indem wir A^ aus den Ecken des Fundamentaltetraeders 
projizieren, eriialten wir die Puntte B^^, B^^, B^^, B^^ und 
finden deren Gleichungen: 

Bis» f, + f,+ fj- ({, + ft + f, + f,) - fi- 
.^={, + {,+ {,= 
B^-S, + S, + li-0 
Bi. = «i + Ä + f.=-0 

Für die übrigen Punkte Ba ergeben sich unter Be- 
rücksichtigung der Identität 

ft + f.-ft + Ä+f.— f. 
folgende Darstellungen: 

Br, = ii + i,-o SZ^e^ + h-o 
Bri=fi + f4 = o SZ=e, + h-o 

Schreiben wir weiter folgende Zerlegungen an: 

o-ei + i, + h + '2ii^ih + h + s, + e,] + i,-Äi + Ä 
2; ({, + f, + £,) + (fi_+ h± f J — fs 

= B„ + B„-Ä, 

s ({, + ij + fj + (f^+ t,+^u — e, 

sB„+B„-J, 
= (f, + f. + Si) + {(jA- 1,± U - h 
^ i^5 — i?a5 — A^ 
Demnach stellt 

l, + f, + fa+2J,_0 

emen Punkt auf der Verbindungslinie Ä^ A^ vor, indem 
sich die drei Ebenen S^^Bs^Ag, B^^B^^A^ , Bjslf,s4i 
begegnen. Ohne Mühe findet man, daß 

der Schnittpunkt der Ebene B^^B^^B^^ mit der Verbindungs- 
linie A^A^ u. a. f. 
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154. Es gilt nun meder allgemein der Satz: 

Jeder Punkt des Netiies wird durch eine Gleichung 

dargestellt, in der die a,- rationale, ganze Zahlen, 
nämlich die Koordinaten dieses Punlrtes sind. Die- 
selben hängen bloß ab von dem Konstiiiktionsweg, 
also von der Reihe der Operationen im Netiie, 
durch welche man zu dem Punkte gelangte. 
Ein Punkt des Netzes entsteht entweder als Schnitt- 
punkt zweier Geraden der gleichen Ebene oder als Schnitt 
einer Netzgeraden und einer Netaebene. Sind im zweiten 
Falle die Punkte, welche die Grerade verbindet, 

während die Ebene durch die Punkte 

bestimmt sein mag, so muß der Schnittpunkt dieser Geraden 
mit dieser Ebene sowohl in der Form 

— (i-J+Jc-K)=^0 
als auch in der anderen 

l-L + m- M+n- W=0 
geschrieben werden können. SoU aber die Gleichung 
i.J + k.K+l-L + m-M+n-W=0 

identisch verschwinden, so liefert dieselbe zur Bestimmmig 
der Verhältnisse der Koefiizienten i, h,l, m, n vier lineare 
homogene Gleichungen. Da man ferner die obige Gleichung 
auf zehn verschiedene Arten in einen zweiteihgen und einen 
dreiteiligen Ausdruck zerspalten kann, so haben wir damit 
zehn Punkte bestimmt, die sich aus den Punkten J, K, L, 
M, N ebenso herleiten wie die Punkte Bik aus den Punkten A,. 
Weil ferner bei der Auflösung des Systems linearer Gleichungen 
keine Irrationalitäten sich ergeben können, so sind die Zahlen- 
werte i, . . ., n rational, wenn die Gleichungen der Punkte 
J, K, L, M, N nur rationale Koeffizienten enthalten. Von 
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den Punkten Bit haben mr aber durch direkte Ausrechnung 
gezeigt, daß sie in rationaler Form sich darstellen, folglieh 
gilt ^ca von jeder neuen Gruppe von zehn Punkten. Ganz 
ähnlich beweist man die Richtigkeit des Satzes, wenn der 
Netzpunkt als Schnitt zweier Netageraden gefunden wird. 

155. Aber auch die Umkehrung des vorigen Satzes bleibt 
wieder richtig: 

"Wird ein Punkt durch eine Gleichung 

dai^estellt, in der die re,- rationale (positive oder 
negative) ganze Zahlen sind, so gehört er dem Netze 
an und kann durch eine endliche Zahl von Kon- 
struktionen erreicht werden. 
Der Beweis ergibt sieh ähnlich wie beim ebenen Netz, 
indem man die Linien AiA^, A^ A^ u. s. £. benutzt, um den 
Punkt successive zu konstruieren. 

Die Punkte des Raumes, welche wir durch die Netz- 
konstruktion wirklich erreichen, haben also rationale Ko- 
ordinaten und mögen deswegen „rationale Punkte" heißen. 
Es gibt aber natürlich auch Punkte im Räume, denen man 
durch die Netzkonstruktion lediglich beliebig nahe kommen 
kann. Bedeutet r irgend eine noch so kleine Größe, so kann 
man Punkte des Netzes finden, welche von dem betrachteten 
Punkte eine Entfernung haben die kleiner als r ist oder mit 
anderen Worten: beschreibt man um den in Rede stehenden. 
Punkt mit r als Radius eine Kugel, so ist es möglich, mit 
Punkten des Netzes in das Innere dieser Kugel einzudringen. 
Dies läßt sich in ähnlicher "Weise wie in der Ebene dartun. 
Man darf annehmen, daß von einer der Ecken des Koordi- 
natenfetraeders aus ein reeller Kegel von Taugenten an die 
Kugel geht, der die gegenüberliegenden Teti'aederfläche in 
einer ElUpse durchsetzt. Im Innern dieser Ellipse kann man 
sicher rationale Punkte angeben. Werden diese mit der 
Spitze des Kegels verbunden, so lassen sich auf dieser Ver- 
bindungslinie wieder rationale Punkte auffinden, die im Innern 
der genannten Kugel liegen. Solehe Punkte des Raumes, 
die also dm'ch eine endliche Zahl von Netzkonstruktionen 
nicht zu erreichen sind, heißen „irrationale" Punkte. 
(Möbius: Barycentriacher Kalkül 1827.) 
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Aus jeder Ebene des Netzes schneidet das räumliche 
Netz ein ebenes Netz aus. 

Irgend vier Punkte des Netzes, die auf einer Geraden 
liegen oder vier Netzebenen durch eine Gerade bÜden ein 
Doppelverhältnis, das sioL rational ausdrücken läßt. 

Die kollineare und reziproke Beziehung, vermittelt 
durch die Netzkonstrnktion. 

156. Unter Zugrundelegung zweier Gruppen von je 
fünf Punkten Af bezw. A/ können wir zwei Netze konstru- 
ieren. Ordnen wir in den beiden Eäumen solche rationale 
Punkte einander zu, welche durch die gleichen Konstruktionen, 
also auf dem gleichen Wege, erreicht werden, femer solche 
irrationale Punkte, die durch die gleichen Grenzprozesse 
definiert sind. Die dadurch hergestellte Beziehung wird sich 
dann als identisch mit der Koüineation erweisen; denn ent- 
sprechende Elemente werden durch die gleichen projektiven 
Koordinaten in jedem ßaume festgelegt. 

Geben wir uns statt der zweiten Gruppe von Punkten 
fünf Ebenen und legen dieselben einer Netzkonstruktion zu 
Grunde, so können wir jeder Konstruktion im ersten Netz 
die räumKch-duale im zweiten Netze zuweisen. Jedem Punkte 
wird dann eine Ebene entsprechen u. s. f. Damit ist dem- 
nach eine rein geometrische (und lineare) Erzeugung der 
Korrelation gefunden. 

Anwendung in der Krystallographie. 
Iö7. Eine einfache Spezialisierung des Möbiusschen 
Netzes führt uns zu der charakteristischen Eigenschaft, durch 
welche sich die Krystallformen vor den allgemeinen Poly- 
edern auszeichnen. Legen wir naralich einer Netzkonstruktion 
vier beliebige Ebenen, sowie die unendlich ferne Ebene zu 
Grunde, so treten als Punkte des Netzes zunächst die Ecken 
A, B, C, B des Tetraeders auf, welches diese vier Ebenen 
bilden; femer gehören die unendlich fernen Punkte der 
Tetraederkanten ebenfalle dem Netze an, so z. B. die unend- 
lich fernen Punkte A, B, C der Kanten DA, DB, B G 
(Fig. 85). Begegnet nun irgend eine weitere Ebene des 
Netzes diesen drei Kanten in den Punkten A', £', C und 
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. ., alle Doppel verhält- 

Netzes i'ationale Werte be- 



eriimem wir uns an die Eigei 
nisse von vier Elementen eii 
sitzen, so folgt, daß im vorliegenden Falle die drei Quotienten 
DJ/ BB^ BC^ 
DA ^iB Wo 

rationale ZaMenwerte repräsentieren und andererseits muß 
jede Ebene, welche solche Strecken BA', BB', DG' ab- 
schneidet, daß diese Bedingung 
erfüllt ist, dem Netze angehören. ^ 

Setzen wir- jetzt voraus, 
daß die Ebenen BÄB, BAG, 
BBC drei Flächen eines Kry- 
stalles, also BA, BB, DC 
Kanten des Krystalles sind; 
AB G,A'B'0', ferner A"B" O' 
u. s. £. seien die Schnittpunkte, 
welche weitere Flächen des 
Krystalles auf den Achsen BA., 
BB, B C erzeugen. Dann zeigt 
die Erfahrung, daß sich die . 
Abschnitte B A, BA', BA" 
wie rationale Z^en verhalten 
und zwar überdies wie ein- 
fache, meistens aus der Reihe 




111 

2' 3" 4 



ä.f. 



1 bis 10, also z, B, wie 1:2:3, oder 

Das Gleiche gilt natürlich für die Abschnitte BB, BB'.. 
und ebenso für B C, B C. . . . Diese Tatsache ist als das 
Gesetz der rationalen Verhältnisse oder Parameter (Indices) 
in der Krystallographie bezeichnet worden. Dasselbe läßt 
sich im Zusammenhalt mit dem obigen dann auch so aus- 
drücken, daß alle weiteren Krystall flächen dem erwiümten 
speziellen Netae angehören, das durch irgend vier der Flächen 
des Krystalls in Verbindung mit der unendlich fernen Ebene 
bestimmt wird. 

Nach einem weiteren Erfahrungssatz, dem Gesetz der 
Wiukelkonstanz, sind bei einem Krystall lediglich die Winkel 
zwischen den Kanten imd Flächen unverimderlich und cha- 
rakteristisch für die Spezies. Es genügt deswegen in vielen 
Fällen, durch einen beliebigen Punkt P zu den Kanten und 
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FJäehen des Krystalls Gerade und Ebenen parallel zu legen 
imd diesen Bündel zu studieren. 

Tnen wir dies aber im obigen Falle für das Netz aus 
den erwähnten fünf Ebenen, unter denen sich die unendlich 
ferne befindet, so kommt dies darauf hinaus, daß wir das in dieser 
unendlich fernen Ebene befindliche ebene Netz aus P proji- 
zieren. Dadurch erhalten wir ein Netz im Bündel P {vergl. 80.) 
und dasselbe ist bestimmt durch die vier Ebenen,, die durch P 
parallel zu den vier Krystallflächen laufen. Aus diesen 
vier Ebenen können wir folglich die Eichtungen aller 
Kanten und die Stellungen aller Ebenen des KjjstaUs 
durch die linearen Eündelkonstniktionen ableiten. In Betreff 
weiterer Ausführungen verweisen wir auf: 
Th. Liebisch; „GeometrischeKrystallograpbie". Leipzigl881. 
E. Blasius; „Beitrag zur geometrischen Krystallographie. 

Ann. der Phys. u. Chem. Bd. 41, 1890. 

In Betreff der Tragweite des Gesetzes der rationalen 
Indices vergleiche man auch die Arbeiten von W. Barlow 
und C. Viola in der Zeitschr. für Krystallographie und 
Mmeralogie. Bd. 34, 1901. 



§ 25. Spezielle Fülle der kolUnearen Beziehung. 

Die Affinität im üaume. 
158. Auf einen speziellen Fall der KoUineation werden 
: geführt, wenn wir eine koUineare Beziehung zweier 
so bestimmen, daß das Unendliche in besondere 
j gebracht ist, wenn wir also die unendlich fernen 
Ebenen der beiden Bäume einander entsprechen lassen oder 
mit andern Worten eine KoUineation zu ermitteln suchen, 
welche die unendlich ferne Ebene des Eaumes in sich 
überführt. 

Wir werden uns dann noch in jedem der beiden Systeme 
z. B. vier Ebenen oder vier Punkte geben dürfen, können 
also etwa zwei Tetraeder einander beliebig zuordnen. Die 
dadurch festgelegte KoUineation nennt man „Affinität", die 
Systeme „affin". 

Machen wir Gebrauch von dem Vorteil, den für diesen 
Fall die Einführung nicht- homogener Koordinaten bietet, 
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SO werden wir zwei sehiefwinkelige Achsensysteme uns im 
Eaume fixiert denken: wir ordnen die gleich bezeiclmetcn 
Koordinatenebenen einander zu, außerdem die unendlich 
fernen Ebenen beider Systeme, womit vier Punkte, nämlich 
der Koordinatenanfßng und die unendlich fernen . Punkte 
der drei Achsen den entsprechenden im andern System zu- 
gewiesen sind. Dies gibt die Gleichungen: 

(1) x' = ax y' ^hy g'=c^ 

Die Konstanten a, h, c können noch so bestimmt werden, 
daß einem vorgegebenen Punkte des einen Systems ein 
gegebener Punkt im andern System entspricht. Ordnen wir 
z. B. die beiden Einheitapunkte einander zu, so werden diese 
Konstanten je der Einheit gleich irad wir erhalten: 

(2) x'=x y'=y s'=« 

Die beiden räumlichen Systeme wären identisch, wenn die 
Koordinatenkreuze nicht von einander verschieden, etwa das 
eine rechtwinkelig, das andere schiefwinkelig angenommen 
würden. 

Als wichtigste Eigenschaft affiner Räume erkennt man 
dann, daß jedem unendlich fernen Punkte wieder ein un- 
endlich femer Punkt, joder unendlich fernen Geraden wieder 
eine unendlich ferne Gerade entspricht oder auch: einem 
Parallelstrablenbündel oder Büschel entspricht wieder ein 
solches Gebilde und ebenso einem Parallelebenenbüschel. 

Irgend zwei ebene System, die in den afßnen Bäumen 
einander entsprechen, sind folglich affin (vei^l. 85.). 

159. Entspricht der Geraden g die Geraden g', so 
werden die Punktreihen auf ihnen ähnlich sein. Entsprechende 
Strecken AB anf g und A' B' auf g' stehen in einem Ver- 
hältnis Ä, das zunächst für die beiden Geraden g und g' den 
gleichen Wert beibehält, so daß also 

AB , 

Ist aber l irgend eine zu g parallele Gerade, so wird die ent- 
sprechende Gerade V ^ g'. Wählen wir zwei Punkte C 
und B auf l, so daß ÄO^ BD, so müssen diesen Parallelen 
wieder Parallele entsprechen d.h. es wird A' C =^ B'D'. 
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= ft 



ferner 


AB- CD 


folgt 


A'B'- CD 
AB CD 



A'B' CD' 



Demnach bleibt für alle Parallelen za g das VerliältniB ent^ 
sprechender Strecken das nämliche, daher der Sata: 

In affinen Räumen entspricht jedem Bündel von 
Parallelstrahlen wieder ein solcher Bündel und das 
Verhältnis li entsprechender Strecken ist unver- 
änderlich für alle Geraden dieser Bündel. Es gehört 
zu jeder Richtung und zu der ihr entsprechenden 
ein solcher Wert der Konstanten Ä. 

160. Noch einfacher gestaltet sich die Beziehung, welche 
in affinen Systemen zwischen einander entsprechenden Raum- 
t«ilen statt hat. Sind nämlich P^, Pj, Pg, P4 vier Punkte 
mit den Koordmaten x^, y^, s^, x^, y^, z^, u. s. f., so wird 
das sechsfache Volumen des von ihnen gebildeten Tetraeders 
gegeben durch den Ausdruck: 



6 Voh Pi P, P3 Pi . 



Vx h 1 



Dabei bedeutet sin (xys) den durch v. Staudt eingefühi-ten 
sog. j, Sinus der Ecke" des Koordinatensystems und es ist 

1 COs(iei/) C0B(iC2] 

sin^ [xy3)= cos {x y) 1 cos [x s) 

eos [x d) cos (j/ s) 1 

Für das Volumen des entsprechenden Tetraeders P/F^'Pg'F/, 
dessen Ecken durch die Koordinaten 



?//= &2/1 



= CSi u, s. f. 
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bestimmt siiid, erhalten wii' 'm gleicher Weise 



6 Vol. Pi' Pä' Ps' Vl=ahc sin {x'f s') 



Vi 



sin (x y s) 
aöc ■ sin {x'tf's') 



Daraus folgt: 

Vol. Pi Pg P3 P, 
Vol. l'(FlPiI'i^ 

Wird auf den drei Achsen des ersten Koordinatensystems vom 
Koordinaten anfaDg aus je die Einheit aufgetragen, so 
bilden die Endpunkte X^ Y^ Z^ mit ein Tetraeder, dem 
im affinen System ein zweites 0' Xg' Y^ ZI entspricht. Die 
rechte Seite der letzten Gleichung stellt das Verhältnis der 
Volumina dieser beiden Tetraeder vor und da das Verhältnis 
der beiden ursprünglichen Tetraeder nicht von der Wahl 
der Koordinatensysteme abhängen kann, so muß dieser Aus- 
druck überhaupt eine Konstante sein, also 



Vol. Pi Pa P3 Pt 
Vol, Pi'Ps'Ps'P,' 



= £ = konst. 



Weil ferner eine Affinität unendlich ferne Elemente wieder in 
unendlich ferne überführt, so wird einer ganz im Endlichen 
gelegenen Fläche, die einen bestinmten Kaumteil begrenzt, 
eine Fläche von derselben Eigenschaft entsprechen. Jedes 
Volumen laßt sich weiter in unendlich kleiue Tetraeder zer- 
legen für welche der obige Satz Geltung hat. Unter Be- 
nutzung der bekannten Methoden der Infinitesimalrechnung 
folgt daraus dann der allgemeine Satz: 

, Jn affinen Eaumen ist das Verhältnis entsprechen- 
der Volumina eine konstante, unveränderliche Zalil 
oder; irgend zwei Volumina in einem System stehen 
zueinander im gleichen Verhältnis wie die ent- 
sprechenden beiden Volumina im andern System." 
161. Haben wir für die Gleichungen (1) das eine der 
teiden Koordinatensysteme als ein rechtwinkeliges gewählt, 
so wird das andere im allgemeinen ein schief winkeliges sein. 
Im übrigen sind die Strahlenbundel in den Centren und 0' 
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koUinear, In kollinearen Bündel gibt es aber immer zwei 
einander entsprechende rechtwinkelige Dreikant«, Legen 
wir diese als Koordinatensysteme zu Grunde, so können wir 
durch die Gleichungen (1) unter Benuteung zweier recht- 
winkeliger Achsenkreuze die allgemeine, affine Beziehung 
zur Darstellung bringen. 

Verziehten wir auf die einfachste Form der Darstellung 
d. h, verlegen wir die Koordinatenanfönge und Achsen nicht 
in entsprechende Punkte bezw. Gerade der affinen Räume, 
so stellt sich die Affinität ganz allgemein durch folgende 
Gleichung dar: 

x' = Ol X ~\- b^y -i- Ci 3 + di^ 

(3) y' = «3 « + ia 2/ + '^s 2 + ^4 

Es ist nicht schwer, dieselben durch entsprechende "Wahl 
neuer Koordinatensysteme auf die Form (1) zurückzuführen, 
sowie das ganze System der Formeln, die Auflösungen nach 
X, y, s und die Gleichungen in Linienkoordinaten abzuleiten. 
Es folgt dann: 

In schiefwinlicKgen Punktkoordinaten wird die 

affine Beziehung räumhcher Systeme durch die 

lineare, ganze Substitution vermittelt. 
Man erkennt ferner, daß die Zahl der wesentlichen 
Konstanten einer affinen Beziehung 12 beträgt d. h.: 

Es gibt ooiä Affinitäten im Kaume; die affinen 

Beziehungen bilden eine zwölffache unendliche 

Manni gf alti gke it. 
Geometrische Gebilde, die durch affine Transformationen 
auseinander abgeleitet sind, werden zum Unendlichfcmen die 
gleiche Beziehung zeigen. Es wird also in affinen Käumen 
einer Kugel ein Elüpsoid entsprechen, einem ein- oder zwei- 
schaligen Hyperboloid wieder ein solches, einem elhptisehen 
oder hyperbolischen Paraboloid eine Fläche der gleichen 
Art u. s. f, 

Gleichheit, Ähnlichkeit, Kongruenz, Symmetrie, 
162. Es steht uns frei, eine Affmität dadurch zu be- 
stimmen, daß wir zwei volumengleiche Tetraeder einander 
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zuordnen: dann ist das Verhältnis entsprechender Volumina 
überhaupt immer der Einheit gleich d. h, 

ahc ■ sin {tß'y's') 
Die beiden Systeme zeigen Gleichheit der Volumina in 
allen entsprechenden (auch unendlich kleinen) Raumteilen: 
sie heißen „affin -gl eich". 

Von den ebenen Systemen, welche zwei in solchen 
1 Räumen einander zugeordnete Ebenen tragen, werden 
wir dagegen im allgemeinen nur behaupten können, daß sie 
affin sind und nur für besondere Annahmen werden sie 
affin-gleich sein. 

163. Führen wir die Bedingung ein, daß in affinen 
Systemen das Verhältnis entsprechender Strecken nicht mehr 
von der Lage der sie tragenden Geraden abhängig, sondern 
überhaupt konstant sei, so muß jedem Dreieck ein ähnliches 
im andern System entsprechen, so daß enteprechende Gerade 
gleiche Winkel einschließen. Wir werden also zwei Ko- 
ordinatensysteme^^ wählen mit gleichen, entsprechenden Winkeln 
z. B. zwei rechtwinkelige. Die Gleichiuigen (1) gehen dann 
über in 

Die beiden Systeme sind nur dem Maßstab nach ver- 
schieden und heißen „ähnlich". 

Einander zugeordnete Ebenen solcher ähnlicher Räume 
tragen wieder ähnliche, ebene Systeme. 

Wird endlich »=^1, so unteischeiden wir noch die 
Fälle, ob die beiden Koordinatensysteme zur vollständigen 
Deckung oder bloß in symmetr^che Lage gebracht werden 
können. Die räumlichen Systeme heißen im ersten Falle 
„kongruent" (identisch), im zweiten symmetrisch. 

Anwendung in der Krystallographie und in der 
Theorie der optischen Instrumente. 

164. Wie das unter Hinzunahme der unendlich fernen 
Ebene konstruierte Netz das Gesetz der rationalen Indices 
der Krystalle zum Ausdruck brachte, so kommen die zum 
Unendlich fernen in besondere Beziehung gebrachten kol- 
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linearen d. h, aäinen Systeme xac Anwendung bei der Aus- 
dehnung der KrystaJle durch die Wärme. Machen wir die 
durch die Beobachtung hinreichend sicher gestellten Voraus- 
setzungen, daß Punkte eines Krystalles, die bei einer be- 
stimmten Temperatur in einer Geraden liegen, auch bei jeder 
anderen Temperatur diese E^enschaft bewahren, daß also 
Gerade (Kanten) des Krystalles bei der Erwärmung wieder 
in Gerade übergehen mid daß femer parallele Gerade des 
Erystalla für alle Temperaturen parallel bleiben, so erkennt 
man unmittelbar, daß die verschiedenen Formen, welche ein 
Krystal! bei Änderung seiner Temperatur annimmt, alle 
unter einander affin sind. Man vgl. darüber E. Blasius: 
„Die Ausdehnung der Krystaüe durch die Wärme". Wiede- 
manns Ann. der Phys. u. Chem. 22, 1884. 

Eine weitere Anwendung iindet die kolüneare Beziehung 
in der geometrischen Optik und in der Theorie der optischen 
Instrumente. Denken wir uns eine beliebige Anzahl ver- 
schiedener Medien, die in irgend welchen Flächen an einander 
stoßen, so lehren die einfachsten Beobachtungen der Physik, 
daß ein im ersten Medium auftretender Lichtstrahl wieder 
als geradliniger Lichtetrahl das lefcite Medium passiert. Der 
Raum des ersten Mittels und der des letjiten werden also 
Strahl für Strahl auf einander abgebildet. 

Den Strahlen, welche im ersten Raum einen Bündel P 
bilden, entsprechen im allgemeinsten Falle im letzten Räume 
Strahlen, wache diese Eigenschaft nicht mehr besitzen: die- 
selben bilden vielmehr ein sogenanntes „astigmatisches" 
Bündel. Gehen dagegen auch alle diese entsprechenden 
Strahlen wieder durch einen Punkt P', so mögen P und P' 
ein „anastigraatisches" Punktpaar heißen. Man umfaßt darm 
zweifellos alle Möglichkeiten, wenn man annimmt, daß solche 
anastigmatische Punkte überhaupt nicht oder vereinzelt auf- 
treten oder daß sie Kurven, Flächen oder ganze Körper in 
den beiden Räumen erfüllen. 

Nehmen i,vir den letzten Fall als gegeben an und be- 
trachten wir die von den anastigmatiseben Punktpaaren ge- 
bildeten, räumlichen Systeme, so sind diese jetzt auch noch 
Punkt für Punkt eindeutig auf einander bezogen. Es folgt 
also aus unsem Entwickelungen ohne weiteres, daß diese 
Abbildung zwischen den beiden Räumen, zwischen dem 
„Objektraum" und dem „Bildraum" eine Kollineation ist. 
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Dabei bleibt noch vollständig außer Betracht, in welcher 
Weise die bewußte Abbildiuig optiaeh realisiert wird. Es 
treten dann in beiden Systemen „Fluchtebenen" auf, die 
jetzt „Brennebenen" heißen. Fallen dieselben ins Unend- 
liche, was der affinen Beziehung entspricht, so spricht man 
von einer „teleskopiscben Abbildung". Näheres hierüber 
findet man ia folgenden Darstellungen: 
Czapski: „Theorie der optischen Inatrumentc nach Abbe". 

Breslau 1893 oder auch Winfceimanns Handbuch der 

Physik. Bd. 2. Abt. 1. Breslau 1894. 
Bruns; „Das Eikonal", Abh. d. k. sächsischen Ges. d. W- 

Math. phys. Kl. Bd. 21. 1895. 
F. Klein: „Über das Brunssche Eikonal", sowie „Räumliche 

KolKneationen bei optischen Instrumenten". Zeitsohr. 

für Math. u. Physik. Bd. 46, 1901. 



IX. Kapitel. 

Kollineare und reziproke Systeme in gegenseitiger 
DurcMringüng, 

§ 2ö. Die verschiedeiien Fälle der EoUineatioii. 

Die Doppelelemente. Vorläufige Übersicht. 

165. Erinnern wir uns jetzt, daß kolUneare räumliche 
Systeme in getrennter Lage überhaupt nicht existieren, daß 
wir uns vielmehr richtiger so ausdrücken müssen; durch 
eine lineare Transformation werde der Raum kollinear auf 
sich selbst bezogen. Bei dieser Auffassung Hegt dann am 
nächsten die Frage nach allenfalis vorhandenen „Doppel- 
elementen" m. a. W. nach Elementen, die sich mit ihren 
entsprechenden decken. In eiaem „Doppelpunkte" li^en 
demnach entsprechende Punkte der beiden Systeme vereinigt 
Derselbe trägt koUineare Bündel entsprechender Strahlen 
und im allgemeinen drei , Doppel strahlen". In gleicher 
Weise wird eine ,J)oppelebene" der Systeme durch die 
Kollineation in sich transformiert, so daß nur drei Doppel- 
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punkte in ihr fest bleiben. Würde noch ein vierter Punkt 
mit seinem entsprechenden koinzidieren, so bliebe jeder 
Punkt der Ebene bei der Transformation unverändert; alle 
Punkte des Punktfeldes wären Doppelpunkte. 

Eine obere Grenze für die Anzahl der isolierten Doppcl- 
punkte einer Kollineation gewinnen wir sofort aus dem 
Satze, daß diese Beziehung durch fünf Paare entsprechender 
Punkte bestimmt war. Wählen wir mitbin fünf Doppel- 
punkte beliebig und legen in sie das Pundamentaltetraeder 
und den Einbeitapunkt, indem wir die x, und x/ auf 
das gleiche Koordinatensystem beziehen, so stellen die 
Gleichungen (1) von 144. jetzt eine Identität dar, indem jeder 
Punkt mit seinem entsprechenden zusammenfällt. Folglich 
können getrennte Doppelpunkte höchstens vier vorhanden 
sein. Die Gleichungen (9) von 148. jedoch geben unter 
der gleichen Voraussetzung unmittelbar eine Kollineation mit 
vier Doppelpunkten und ebensoviel Doppelebenen, die bezw. 
in die Ecken und Flächen des gemeinschaftlichen Fnndamental- 
tctraeders fallen. Dem Einheitspunkte entsprechen ver- 
schiedene Punkte, je nach dem man ihn als zum einen oder 
anderen Systeme gehörig betrachtet. Die Doppel elemente 
bilden das sogenannte „Haupttetraeder". Nehmen wir das- 
selbe als gegeben an, so dürfen ■wir außerdem noch zwei 
Punkte P und P' beliebig einander zuordnen. Es werden dann 
folgende Fälle zu unterscheiden sein: 

a) Die Verbindungslinie PP' trifft keine der Kanten 
des Haupttetraeders; 

b) sie trifft eine Kante; 

c) sie trifft zwei Kanten; 

d) sie trifft drei Kanten desselben. 

Die erste Annahme gibt die allgemeinste Kollineation. 

Jede der sechs Kanten des Haupttetraeders AB CD 
(oder AiA^Ä^Ä^) entspricht sich selbst und trägt projektive 
Ebenenbflachel. Es möge die zur Kante CD (oder ÄgÄ^) 
gehörige projektive Beziehung der Ebenen durch die Invari- 
ante ^jg gekennzeichnet werden. Sind weiter P, P' irgend 
zwei entsprechende Punkte der Kollineation und durchbohrt 
die Verbindungslinie PF' die Flächen B CD, A CD, ABB, 
ABC bezw. in den Punkten A, B, C, D, so erhält man 
(veigl. 92.) 



yGoosle 



g 36. Die veracHedenen Fülle der Kollineation, 275 

i, - J^Ä, (A ^. PP') - (C A PP') _ fe 
(1) ,„_ j;t,(^,^,pp')-(Dapp-)-?u 

)■„ - A3; (4 A Pf) - (c B pp') - 'S' 

"■es 
A. - ^TA (A ^ PP') - (D B PF-) - I? 

Diese sechs Größen heißen die Invarianten der Kollineation. 
Man findet sofort die Beziehung 

Mithin sind nui' drei dieser Großen z. B. 

?12 ias is* 
vollständig unabhängig und diese drei bestimmen in Ver- 
bindung mit dem Haupttetraeder die Verwandtschaft. 

Zusatz. Pi^en wir zu den Gleichungen für /^g, ^V^, 
Ji4 noch die selbstverständliche hinzu: 

(PP' AA}-i 
so ergibt sich nach Formel (11) S. 6 

' Ogg «33 «gg «44 

„Die Verbindungslinien entsprechender Punkte kollinearer 
Bäume treffen das Haupttetraeder in vier Punkten von 
konstantem Doppelverhältnis. 

166. Im Gegensatz zu dieser allgemeinen Kollineation 
führt die Annahme b) zu einer speziellen, kollinearen Be- 
ziehung. Begegnet nämüeh PP' der Kante CD des Haup1> 
tetraeders, so koinzidiert die Ebene CI)P mit der ihr 
entsprechenden Ebene CDP' und da außerdem die Ebenen 
GBÄ und CBB die Doppelebenen der projektiven Ebenen- 
büschel sind, ■welche die Kante CD trägt, so müssen (50.) übei-- 
haupt entsprechende Ebenen dieser Büschel zusammenfallen. 
Man erhält mithin einen ganzen Büschel von Doppelebeneii. 
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Für die gegenüberliegende Kante A.B, welcHe durch die 
Kollineation jedenfalls in sich transformiert wird, hat dies 
zur Folge, daß offenbar jeder Piuikt derselben ein Doppel- 
punkt wird. Wir haben also zwei Achsen mit je oo^ Doppel- 
elementen; die eine (AB) tragt bloß Doppelpunkte, die 
andere (CD) bloß Doppelebenen. Jede Gerade, welche 
irgend zwei entsprechende Punkte verbindet, muß CD 
schneiden; jede Schnittlinie zweier entsprechender Ebenen 
hat mit AS einen Punkt gemein. Diese Verwandtschaft 
wird als „axiale" Kollineation bezeichnet. Wn- erhalten 
den analytischen Ausdruck für dieselbe, wenn wir in den 
Gleichungen (9) von 148. 

%^ = 0,^2 
setzen. 

167. Im Falle e) soll die Linie PP' zwei Kanten des 
Haupttetraeders schneiden. Liegen diese in einer Tetraeder- 
fläche z. B. in ABC, so wird durch P und P' bloß die 
ebene Kollineation in dieser Doppelebene festgelegt. Um 
die räumliche Kollineation zu bestimmen, können wir noch 
ii^end zwei Punkte einander zuordnen, sofern sie nur aus 
der Ecke D auf die Ebene ABC projiziert entsprechende 
Punkte der genannten ebenen Kollineation liefern. Wir 
erhalten mithin keinen neuen Fall. Dagegen führt die andere 
Annahme, daß PP' zwei Gegenkanten, etwa AB und CD 
des Haupttetraeders schneidet, zu einem dritten, wesentlich 
verschiedenen Typus der Kollineation. Die eben ang-ewandte 
Sehlußweise läßt wieder erkennen, daß unter dieser Voraus- 
setzung jede der zwei Gegenkanten, sowohl unendlich viele 
Doppelpunkte als auch unendlich viele Doppelebenen trägt. 
JedeVerbindungslinie entsprechender Punkte und jede Schnitt- 
linie entsprechender Ebenen begegnet den beiden Achsen 
AB und CD und entspricht sich selbst. Die Trans- 
fonnation wird als „geschartc" Kollineation (auch als „wind- 
schiefe Perspektive") bezeichnet. 

Um diese kollineare Beziehung analytisch darzustellen, 
haben wir in den obigen Gleichungen 

a^^ = ßgj und «83 = a^^ 
zu setzen und können auch schreiben: 

x{ : xl, : xl : xl = X^-.X^ -.jXg -.jx^ 
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Die Konstante y = — gibt die einzige absolute Invariante 

der Transformation und sie läßt eine sehr auscbauliclie und 
einfache geometrische Deutung zu. Trifft nämlich die Ver- 
bindungslinie iigend zweier entsji rechenden Punkte P, P' in 
Jf und N die Kanten AB und CD des Haupttetraeders, 
das als Fundanientaltetraeder gleichzeitig mit A^A^A^A^^ 
bezeichnet ist, so geht die dritte der Gleichungen (1) auf 8. 275 
über in 

Ux = A.^A^iA^Axl'J") = (NMFF') - ^ 
oder '^i'- 

j = {MNI'F') - lionat. 
d.h.: 

„Irgend zwei entsprechende PunJite oder auch 
irgend zwei entsprechende Ebenen der gescharten 
Kollineation bilden mit den beiden Achsen ein kon- 
stantes Doppel Verhältnis." 
168. Soll endlieh hn Falle d) die Verbindungslinie PF' 
drei Kanten des Haupttetraeders schneiden, so wird sie 
notwendigerweise durch eine Ecke desselben, etwa D 
laufen. Der Strahl DP fallt mit dem ihm entsprechenden 
DP' zusaromen und da DA, DB, DC ebenfalls Doppel- 
strahlen sind, so muß der Bündel S überhaupt aus Doppel- 
strahlen bestehen. Die Eolge davon ist, daß jeder Punkt 
der Ebene ABC ein Doppelpunkt wird. Irgend zwei ent^ 
sprechende Punkte liegen auf einem Strahle durch D und 
irgend zwei entsprechende Ebenen begegnen sich auf der 
Ebene ABC. Man hat zwei Doppeleleraente , ein ebenes 
System mit Doppelpunkten und Doppeigerad cn und ein 
Bündel mit Doppelebenen und Doppelgeraden. Wir nennen 
diese Systeme „perspektiv kollinear'' oder kurz „perspektiv" 
und sprechen von einer „Centralkollineation", „centriseher 
Kollineation" oder auch von einer „Erlief Perspektive". 

Die Gleichungen dieser Perspektiven Verwandtschaft 
ergeben sich, wenn wir setzen: 
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Dabei ist ^^4 = oder ABC die Ebene der Doppelpunkte 
oder die sogenannte „Kollineationsebene", während der 
Mittelpunkt D des Bündels der Doppelelemente als 
„Ceutruia" der Kollineation bezeichnet wird. Aus dem 
Ausdraeke für j\i (S. 275) beweist man ganz ebenso wie 
oben: 

„Die CentralkoUineation besitzt eine absolute 
Invariante; je zwei entsprechende Elemente bilden 
mit dem Centrum und mit der Ebene der Kol- 
lineation ein Doppel Verhältnis, dessen Wert unver- 
änderlich = dieser Invariante." 
Dieser geometrischen Ableitung der verschiedenen Typen 
der KoUineation fehlt deswegen die wunsehenswerte All- 
gemeinheit, weil sie die Kealität der Ecken und Flächen des 
Haupttetraeders zur Voraussetzung hat. Wir befreien uns 
von dieser Beschränkung, in dem wir die Aufgabe rein alge- 
braisch behandeln. 

Vorher wollen wir aber noch ein Urteil darüber ge- 
winnen, ob zwei beliebige, kollineare Räume sich in 
eine solche gegenseitige Lage bringen lassen, daß sie eine 
CentralkoDineation erzeugen oder kürzer: ob sie sich per- 
spektiv orientieren lassen. Um dies zu entscheiden, be- 
achten wir, daß in einer Centralkollineation die unendlich 
ferne Gerade der Kollineationsebene a die einzige, im Unend- 
lichen gel^ene Gerade ist, welche Punkt für Punkt in sich 
selbst übergeführt wird. Sind nun zwei Räume .Z und ^' 
ganz allgemein kollinear auf einander bezogen und denken 
wir uns in jedem die Fluchtebenen gefunden, so muß der 
unendlich fernen Geraden der einen Fluchtebene (d. h. ihrer 
Schnittlinie mit der unendlich fernen Ebene) im andern 
System die unendlich ferne Gerade der anderen Fluchtebene 
entsprechen und dies sind die einzigen, gleichzeitig im Un- 
endlichen gelegenen und sieh entsprechenden Geraden der 
beiden Räume. Bei der Perspektiven Lage müssen also 
unter allen Umständen diese beiden Pimkt für Punkt sich 
decken, was nur möglich wird, wenn sie kongruente, nicht 
bloß projektive Punktreihen tragen. Demnach ist es im 
allgemeinen nicht möglich, kollineare Räume in Perspektive 
Lage zu bringen. Für affine räumliche Systeme gilt das 
Gleiche. 
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Analytische Formulierung. 
169. Aus den allgemeinen Gleichungen (5) der linearen 
Substitution von 147. erhalten wir die Doppelpunkte, wonn 
wir Xi = Xi setzen, so daß sich das folgende System von 



('%i"~"&)^+ '*ia^+ «^3^8+ %i^4= ^ 

«31«1 + (%9— e)^a + «33^ + «34*4 = 
«3l3^1+ «33^ + {%3 — e)^ + «84^4 = 
%1*1 + "^43% + '*4äi^ + ('^44 e)^4 = 

SoUen dieselben eine Lösung zulassen, so muß die Bedingung 
erfüllt sein: 



Diese „charakteristische Gleichung" läßt sieh durch 
Entwickelung der Determinante auch wie folgt schreiben: 

(4) f{Q) = Q'-A^Q^+A^Q^~A,Q^A,= (} 

wobei 

A^ = A 
Jeder Wurzel der Gleichung (4) entspricht ein System (3) 
von Gleichungen, das sich auflösen läßt und einen Doppel- 
punkt liefert. Benutzt man femer zur Ermittelung der 
Doppelebenen die Gleichungen (7) der transponierten Sub- 
stitution von 147., so erhält man ein transponiertes System 
von Gleichungen, aber die gleiche Determinante, Jede Wurzel 
von f liefert also auch eine Doppelebene. Ohne alle Einzel- 
heiten zu diskutieren, wollen wir bloß die geometrisch 
interessanten Fälle erwähnen. 
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Die Gleichung f hat vier reelle Wurzeln: dann erhalten 
wir ein ganz reelles Hanpttetraeder (Fall a), 

ASe Wurzeln von / sind komplex, d. h, es treten zwei 
Paare konjugiert imaginärer Wurzeln auf. Unter dieser Voraus- 
setzung werden die Doppelpunkte und Doppelebenen zwar 
alle imaginär, aber die Verbindungslinie von zwei konju- 
gierten Doppelpunkten und ebenso die Schnittlinie konju- 
gierter Doppelebenen fallt reell aus. Von dem Haupt- 
tetraeder existiereD im ßeelleu bloß zwei Gegenkanten. 

Endlich können noch zwei Wurzeln reell und zwei 
konjugiert imaginär sein; in diesem Falle werden zwei Doppel- 
punkte reell und zwei imaginär und ebenso verliahen sich die 
Doppelebenen. Das Haupttetrader besteht ans zwei Gegen- 
kanten und aus den beiden auf der einen derselben 
liegenden reellen Ecken. 

Die Anzahl der reellen Doppelpunkte bezw. Doppcl- 
ebenen beträgt folglich oder 2 oder 4. 

Hätte die Gleichung f eine Doppcl wurzel, so würden 
zwei Doppelpunkte zusammen rücken u. s. f. 

170. Dagegen ist die Erfüllung weiterer Bedingungen 
nötig, wenn wir zu Kolline ationen mit unendlich vielen 
Doppelelementen gelangen woUen. Es müssen nämlich dann 
fiir eine Wurzel q von den Gleichungen (3) zwei oder drei 
überfiüssig werden. 

Soll sich das System der Gleichungen (3) auf zwei 
wesentliche reduzieren für einen Wui'zelwert q, so müssen 
alle dreireihigen Unterdeterminanten desselben verschwinden, 
während die zweireihigen nicht alle Null sein sollen. Die 
Determinante f verschwindet dann ganz von selbst. Ein 
solcher Wert q entspricht aber mindestens einer Doppel- 
wurzel von f. Denn die Ableitung 3— läßt sieh ja unmittel- 
bar als Summe solcher dreireihigen Unterdeterminanten dai- 
steDen. Machen wir also folgende zwei {von einander un- 
abhängige) Voraussetzungen: 

1. /' habe eine Doppelwurzel a = ^a J 

2. für diesen Wert q^ mögen in dem Gleichnngs- 
system (3} alle dreireihigen Unterdeterminanten ver- 
schwinden, während die zweireihigen nicht alle = 
sein sollen. 
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Dann sind zwei der Gleichungen (3) eine Folge der 
übrigen, die Doppclpunkte, welche der Wurzel g^ =Qi ent^ 
sprechen, haben zwei lineare Gieichungen zu erfüllen, sind 
also auf einer Geraden angeordnet. Der entsprechende 
Ansatz für die Doppelebenen führt zur Boetimmung einer 
Geraden, welche cx>i Doppelebenen trägt. Wir sind damit 
zu dem Fall b) gelangt 

Besitzt die Gleichung f zwei Doppelwurzeln g^ = gj 
und 0s = 6i ^^^ i^t ^'^'' j^^^^ derselben wieder die obige 
Bedingung erfüllt, so erhalten wir natürlich die gescharte 
Kollin eatioii. Doch können wir aus dieser aügemeineren Ab- 
leitung einen FaU ableiten, der uns bisher entgangen. Die 
beiden Doppelwurzein können nämlich auch konjugiert ima- 
ginär seiu. Dann werden die beiden Achsen, welche sich 
als Träger der Doppelelemente ergaben, zwei imaginäi-e Ge- 
rade zweiter Art, die weder einen reellen Punkt noch eine 
reelle Ebene tragen. Die KoUineation besteht trotzdem und 
auch das Strahlensystem aller Geraden, welche den beiden 
Achsen begegnen, hat reelle Existenz. 

Endlich bleibt noch der Fall zu erwähnen, daß f eine 
dreifache Wurzel ßi = es = Ss besitzt und daß für diesen 
Wert in dem Gleichungs System (3) alle zweireih%en Unter- 
determinanten verschwinden, während für die vierte Wurzel q^ 
nichts Besonderes eintreten soll. Nun ist für q = Qi das 
System (3) durch eine einzige Gleichung zu ersetzen; wir er- 
halten eine Ebene, die mit Doppelpunkten erfüllt ist. Die 
vierte Wurzel q^ dagegen liefert einen isolierten Doppelpunkt, 
den Träger eines Bündels von Doppelebenen. Dies ist der 
Fall der Centralkolltneation. 

Damit fanden die geometrisch interessanten Typen der 
KoUineation ihre Erledigung, eine erschöpfende Darstellung 
aller möglichen Fälle muß weitere E^enschaften des Systems 
der Unterdeterminanten einer Determinante von der all- 
gemeinen Form 

T e^u «13 + e^i3 • - - '^11' + Q^].« 



benutzen, wie dies die von Weierstraß begründete Theorie 
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der jjElementarteiler" lehrt.*) Segre hat dieses Einteilungs- 
prinzip zur Ableitung aller möglichen Kollineationen in 
einem linearen, n dimensionalen Baume benutzt.**) 

In unserem Falle {n = 3) erhält man im Ganzen vier- 
zehn Typen der räumhchen KoUineation mit nicht verschwin- 
dender Determinante. Singulare Kollineationen, ttir welche 
die Determinante, bezw. die Unterdeterminanten verschwinden, 
lassen sich neunzehn aufzählen. 

Für die Ebene liefert diese Betrachtung sechs gewöhn- 
liche und sieben singulare Kollineationen. 

Äffine, ähnliche, kongruente Systeme. 

171. Wir betrachten noch' die besonderen Fälle der 
Kollineation, welche auch eine spezialisierte Lage der Doppel- 
elemente zeigen. 

In affinen Eäumen entspricht die unendlich ferne 
Ebene sich selbst, ist also eine Ebene des Haupttetraeders. 
Ihr wird ein im Endliehen gelegener Doppelpunkt zu- 
gewiesen sein, der sich auch wieder (vergl. 96.) linear kon- 
struieren läßt. Durch gehen im allgemeinen drei Doppel- 
gerade und drei Doppelebenen, von denen je eine stets reell 
sein muß. 

Betrachten wir ähnliche Systeme und ist s eine durct 
den Doppelpmikt gehende Doppelebene, l eine ihn ent^ 
haltende Doppelgerade, so folgt aus der Gleichheit der Winkel 
zwischen entsprechenden Gebilden zunächst, daß ? auf e senk- 
recht stehen muß. Ferner zeigt uns eine leichte Überlegung, 
daß die kongruenten Ebenenbüsche!, welche l trägt, in jedem 
Falle in der gleichen Richtung laufen, die Systeme mögen 
gleichsinnig oder ungleichsinnig sein, wobei die Bedeutung 
dieser Ausdrücke aus der in 29. g^benen Definition des 
Vorzeichens eines Volumens ohne weiteres zu entnehmen ist. 

") Weiemtraß: „Über Sciaren bilinearer nnd qnadratiselier 
Formen." Berl. Monatab. 1868, Seite 119 oder aucli Gea. Werke, 
Bd. n, Seite 13. 

■**) Segre: „Sulla teoria e snlla claEEificazione delle omop^afie 
in uno spazio lineare ad un nnmero qnalunque di dimensioni". Reale 
Aoad. dei Lincel: Ser. 3a, 1884, Bd. 19, Seite 6. Man Torftl. ferner: 
P.Muth; „Theorie und Anwendnng der Elementarteiler". Leipzig 1884, 
Seite 198. 
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Demnach sind die durch l gehenden Doppelebenen sowie 
die durch in s laufenden Doppelgeraden stets imaginär. 
Sind die Systeme kongruent und zunächst ungleich- 
sinnig, so entiiält die Doppelebene s die Mitten aller Ver- 
bindungBstrecken ÄA', BB' ... (Fig. 86). Denn die von 
entsprechenden Punkte wie A, A' auf e herabgelassenen 
Lote AA^, A' Aä müssen gleichlang und entgegengesetzt 
gerichtet sein. Die in der Ebene e liegenden kongruenten 
Systeme haben gleichen Sinn, 




Gleichsinnig kongruente Systeme dagegen können 
keine im Endlichen gelegene Doppelebene besitzen. Denn die 
von entsprechendenPimkten j1, jl'auf eine solche Doppelebene e 
gefällten Senkrechten AA„, A' A', müssten in diesem Falle 
gleich und gleich gerichtet sein, so daß diese Doppelebene 
zu allen Yerbindunga strecken AA', BB'... parallel liefe. 
Dies ist — spezielie Fälle ausgenommen — nur möglich, 
wenn e ganz ins Unendliche rückt. Als einziges im End- 
Kchen gelegenes Doppelelement bleibt mithin die Doppel- 
gerade l übrig. Fällen wir (Fig. 87) von zwei entsprechen- 
den Punkten A, A' die Senkrechten Ah, A' k' auf l, so 
diese sich entsprechen, also gleich lang sein. 
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5. f. 




Penier bilden die Ebenen durch l und Ä und B den gleichen 
Winkel wie die Ebenen durch l und A' bozw. B'. Es ist 
demnach auch der Winkel der Ebenen (lA) und (lA") ebenso 
groß als der Wink&l der Ebenen 
(IB), {IS'). Dreht man das eine 
System um l als Rotationsachse um 
diesen Winkel (p und verschiebt es 
sodann parallel der Geraden l um 
das Stück AA', so decken sich, 
wie man leicht beweist, die beiden 
Systeme Pimkt für Puntt. Man 
bezeichnet die gleichzeitige Aus- 
führung der Rotation und der Par- 
ralielverschiebung in der Eichtung 
der Rotationsachse als eine „Schrau- 
benbewegung" oder „Schraubung", 
die Gerade dann als „Schrauben- 
''"i'"'- acbse". 

Irgend zwei Lagen eines starren Körpers bestimmen 
kongruente, gleichsinnige Systeme und wir folgern weiter aus 
dem Obigen, daß ein starrer Körper aus einer ersten Lage 
in eine zweite stets durch eine Schraubung um eine bestimmte 
Achse übergeführt werden kann. 

Die Centralkollineation. Reliefperspektive. 
Allgemeine Eigenschaften, 

172. Wenden wir uns nun zur ausführlicheren Betrach- 
tung der Perspektiven Systeme. Dieselben zeichneten sich 
aus durch das Auftreten einer Punkt für Punkt fest blei- 
benden Ebene, der „Kollineationsebene" ö und einea Bundeis 
von Doppelebenen, dessen Mittelpunkt 8 das „Centrum" der 
Kollineation heißt. Je zwei entsprechende Punkte A und Ä' 
Hegen auf einem Strahle a durob jS. Derselbe wird durch 
die Transformation in sich übei^eführt. IHe Doppelpunkte 
der auf a liegenden, projektiven Punktreihen sind S einer- 
seits und anderseits der Schnittpunkt A^ von a mit o. 

Ii^end eine Ebene a begegnet der ihr entsprechenden 
Ebene a' in einer Geraden go., welche der Kollineati ons- 
ebene a angehört. Der Ebenenbüsehel g^ wird projektiv auf 
sich bezogen. Die Doppelebenen werden gebildet von o und 
von der Ebene a^, die ga und S verbindet. 
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Die unendlich ferne Ebene kann als zum einen oder 
andern System gehörig betrachtet und dementsprechend mit 
CO bezw. % bezeichnet werden. Es entsprechen ihr dann 
die beiden „Fluchtebenen" a>' und %, (auch Gegenebenen 
genannt). Da sich aber tu und <o' in einer Linie von a 
schneiden müssen, so folgt ohne weiteres, daß die Flucht- 
ebenen zur Kolli nationsebene o parallel laufen, also: 

In jeder durch S hindurch gelegten Ebene bildet sich eine 
ebene Centralkoilineation aus, für welche 8 das Centrum ist, 
während die Schnittlinie mit o die Achse dieser Kollineation 
sein wird. Fällen wir von S aus eine Senkrechte auf a, 
welche in S^ eintreffen, ferner die Ebenen cu', y^\a.XJ' und V 
durchsetzen möge, so wird auch für jede Ebene durch diese 
Senkrechte das eben Gesagte gelten. Die Figuren 35 und 36 
können wir dann als „Schnitte" einer räumliehen Central- 
koilineation auffassen und zur Versinnlichung der räumlichen 
Verwandtschaft benutzen. Sind 5, B' ein Paar entsprechende 
Punkte auf einem Strahle 6, dessen Spur in a der Punkt 
5o sei, ß, ß' ein Paar entsprechende Ebenen, so ist wie 
früher 

i - [SA, AA') - (SB, BB') - (a.oaa') _ (ß.cßß') 

sr 



femei' 

SV= l \ md bCy = FS 
d.h. „die beiden Flucbtebenen emer Centiilk )lliueation sind 
parallel zur Kollineationsebene die eme deiselben steht 
ebensoweit vom Centrum ab wie die andere von der Ebene 
der Kollineation. Die Centralkollmeation besitzt eine cha- 
rakteristische Invariante j je zwei entsprechende Punkte und 
je zwei entsprechende Ebenen bilden mit dem Centrum und 
mit der CoUineation'-ebene ein Doppeh eihiltni« dessen Wert 
gleich dieser Invariante 

173. Wiederum sind auch hier zwei veisohiedene Typen 
mißlich, je nachdem j [osiü^ odei negativ Im ersten 
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IX. Eollineare t 



reziproke Systeme u.s, 



Falle liegen die beides Fluehtebenen auf verschiedenen Seiten 
von u (Fig. 36"), im zweiten auf der gleichen Seite von a 
(Fig. 36"). 

Bestiimnen können ^sir eine centralkollineare Bezieliinig 
durch die Angabe von Centnun und Kollineationsebene und 
eines Paares entsprechender Punkte oder Ebenen, 
dürfen wir also z. B, eine der Fluehtebenen (parallel i 
Kollineationsebene) annehmen. 




Ist demnach in Figur 88 o die Kollineationsebene, co' 
die eine Fluehtebene und S das Centrum, so genügen diese 
Elemente zur Festlegung der Verwandtschaft. 

Betrachten wir noch ein Bündel paralleler Linien im 
Eaume 2J. Dem gemeinsamen unendlich fernen Punkt der- 
selben wird ein Punkt der Fluehtebene m' entsprechen, den 
wir erhalten, wenn wir durch S eine Parallele zu der ge- 
gebenen Eicbtung ziehen und deren Schnittpunkt mit co' auf- 
suchen. Durch diesen Fluchtpunkt gehen die sämtlichen 
entsprechenden Geraden im System 2' hindurch. 

Beispielsweise bUden sich in Figur 88 alle Senkrechten 
zur Kollineationsebene, genommen im Räume 2", in Linien 
ab, die durch den Fluchtpunkt V von <u' laufen. Nur 
parallele Gerade, die überdies zur Kollineationsebene parallel 
laufen, gehen bei dieser Transformation wieder in parallele 
Gerade über. 
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Die Reliefperspektive. 

174. Liegen die eentralkollinearen Systeme so, daß sich 
die beiden Fluchtebenen auf verschiedenen Seiten der Kolli- 
neations ebene befinden, in weichem Falle die projektiven 
Punktreihen auf den Strahlen des Bündels S im gleichen 
Sinne laufen und j positiv ist, so wird der ganze Kaum von a 
aus bis ins Unendliche, der den Punkt S nicht enthält, ab- 
gebildet IQ den Baum zwischen o und der Fluchtebene cu'. 
i^end ein Körper z. B. eine Kugel, die sieh in dem ersten 
Räume, dem „Or^inalraum." befindet, geht durch die Transfor- 
mation über in einen andern Körper, im genannten Fall in ein 
EUipsoid (Fig. 36"), das ganz in dem zweiten Raum, dem 
„Bildraum" liegt. Dieser zweite Körper wird, gemessen 
nach der Tiefenrichtung SSq, eine geringere Ausdehnung 
ie^en, überhaupt flacher, platter sein. Die damit gegebene 
Methode, von einem Eaumobjekt ein „Modell" oder ein 
„Relief" herzustellen, wird als „ßeliefperspektive" bezeichnet, 
.S heißt das „Auge", o die „Bildebene", der Abstand S„ U' 
der Büdehene von der Fiuchtebene co' die „Tiefe" des Reliefs 
(Fig.88). Die charakteristische Invariante j ist ein echter Bruch, 
für den man einen einfachen Wert wählen kann. In F^ur 88 
ßndet man das Reliefbild 12345'6'7'8' des reehtwmkeüg 
begrenzten Raumes 12345678 gezeichnet. Die Tiofen- 
linien 15', 26', 37' und 48' konvergieren nach U'- 

Auch die bildende Kunst macht von dieser Modellierungs- 
methode Gebrauch. Sehen wir nämlich ab von den Wirkungen 
■des Lichtes und der Farbe und beschränken mis auf die 
Linien des Raumobjektes, so wird auf ein mS befindliches 
Auge das nach dieser Kollinearverwandtschaft konstruierte 
Relief annähernd den gleichen Eindruck machen wie das 
■Original. Es hat aber vor dem letzteren den Vorzug ge- 
ringerer Tiefe. Will nun ein Künstler bei einer plastischen 
Darstellung sich nicht auf den Vordergrund beschränken, 
sondern durch Behandlung des Hintergrundes noch eine ge- 
wisse Tiefenwirkung erzielen, so wird ihm sehr häu% für 
diesen Zweck nicht der notige Raum zur Verfügung stehen. 
Man denke etwa an plastische Darstellungen, die ein Portal, 
einen Grabstein, eine Altar wand schmücken sollen. Das 
flache R«liefbi!d laßt sich dagegen auch in einem solchen 
JFalle noch anbringen. 
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Einen großen Kachteil solcher Reliefs dürfen wir frei- 
lich niclit verschweigen. Sie werden durch das Tageslicht 
beleuchtet, während doch auch die einfallenden Lichtstralüen 
kollinear zu transformieren wären. Infolgedessen bilden sich 
die Schatten in ganz unrichtiger Weise aus. Diesem Miß- 
stand könnte man durch Anbringung einer künstliehen 
Lichtquelle einigermaßen abhelfen, immer aber bleibt der 
noch größere bestehen, daß die Beleuchtung d. h. die Ver- 
teilung der Helligkeit namentlich auf krummen Flächen, nicht 
der Natur entspricht, so daß das Auge nicht den Eindruck 
voll gewölbter Formen erhält. 

Im übrigen wird ohnedies niemand verlangen, daß der 
Künstler sich strenge an eine mathematische Schablone halte. 
Sie gibt ihm nur die allgemeinen Gesetze, den Verlauf der 
Linien im Großen; im Interesse einer besseren Wirkung kann 
er auch von ihr abweichen. Denn seine Absicht besteht ja 
darin, beim Beschauer eine lebhafte Vorstellung anzuregen 
und es kann sein, daß er dies Ziel durch bewußtes Ab- 
gehen von der Schablone in höherm Maße erreicht. Nament- 
lich menschliche Figuren gestatten eine freiere 
sie werden häufig im Vordergrund in voller Rundung 
gestellt; geometrische und architektonische Formen i 
strenger dem mathematischen Gesetze entsprechend modelliert 
sein. Es ist auch gar nicht zu verwundem, daß der Künstler 
erst einen Ausgleich zwischen der Theorie und seinem Formen- 
gefühl finden muß. Gibt doch die Centralprojektion nur die 
einfachste Abstraktion aus dem unendlich komplizierten Vor- 
gange des Sehens. 

Endlich ist noch zu erwähnen, daß die ßcliefperspektive 
auch Anwendung findet in der Bühnentechnik (Theaterper- 
spektive) und beim Panorama, 

175. Der hier beschriebene Eeliefstil wurde zuerst rein 
praktisch, aber bereits in hoher Vollendung von Lorenzo 
Ghiberti zur Anwendung gebracht in seinen Reliefs an der 
östlichen Broncethflr des Baptieteriums in Florenz, die er in 
der Zeit von 1425 bis 1452 anfertigte. Die ersten theo- 
retischen Begründungen gaben Daniel Barbaro (La pratica 
della perspettiva. Venetia 1569 und namentlich Quido 
Ubaldi (Perspectiva. Pisauri 1600). 

Sehr bekannt ist auch das „Teatro Olimpico" in Vicenza, 
dessen Bühne eine solche perspektive Architektur zeigt, die 
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nach Plänen Palladios, aber erst nach seinem Tode 1584 
hergestellt wurde. Diesseits der Alpen sind als Beispiele 
für diese Technik anzuführen die Marmorreliefs an dem 
Grabdenkmale Maximilian I. in der Hofkirche in Innsbruck, 
die von dem niederländischen Bildhauer Alexander Colin 
(1526—1612) vom Jahre 1564 an ausgeführt wurden. 

Einen ganz anderen Stil hat übrigens in neuerer Zeit 
Thorwaldsen in seinen E«liefs zur Anwendung gebracht.*) 

Die Perspektive. 

176. Lassen wir den Bildraum eines Reliefs immer mehr 
und mehr zusammenschrumpfen und nehmen schlielSHch die 
Tiefe So XI' = 0, so wird der ganze Raum 2 auf die Bild- 
ebene a in der AVeise abgebildet, daß man irgend einem 
Punkte P den Schnittpunkt P' von SP mit o zuordnet. Es 
verschwindet dann die Determinante der linearen Substitu- 
tion und es ist (vergl. die Gleichungen (2) von 168. sowie 172.) 

j = A = 
"Wir haben also den Fall der singulären Kollineation (150.), 
wobei der Bündel im einen Raum und das ihm kollineare 
Punktfeld des andern perspektiv liegen. Das ist die Per- 
spektive, die der Maler anwendet. AVie sich z. B. ein qua- 
dratisches Fußbodenmust«r perspektiv abbildet, wurde läl, 
als Beispiel gezeigt. Schneidet man in ein Raumobjekt mit 
einer Reihe paralleler Ebenen ein und überträgt die einzelnen 
Schnittkurven in das perspektive Bild, so kann man daraus 
das Bild des Objektes ermitteln. 

Mechanisch leistet dies der schon 120. ff. beschriebene 
Eittereche Apparat. Man hat nur nötig z. B. im Grundriß 
die horizontalen Linien mit dem Fahrstift zu verfolgen. 
Die Verbindungslinien der einzelnen Schichten werden dann 
aus freier Hand eingetragen. VergL Abbildung 3 auf 8. 203. 

Für die Kunst ist die Perspektive als die Lehre von 
der Darstellung räumlicher Objekte auf einer Ebene noch 
von größerer Bedeutung als die Eeliefperspektive. Sie gibt 

*) Vergl. Wiener; „Lehrbach der darstellenden Geometrie". 
1. Bd., Leipzig 1884, — Hanck: „Die Grenzen zwischen Malerei nnd 
Plastik und die Gesetze dea Eeliefs". Berlin 188B. — Burmester: 
„Grundzüge der Reliefperapektive". Leipzig 1883. 
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dem Künstler eine ei^te Norm uud eine allgenieine Orien- 
tierung und ilir großer erzieherischer Wert wird durch den 
Umstand nicht vermindert, dass Sehönlieits- und Kunstgofuhl 
die strengen Gesetze dieser Disciplin in entsprechender 
Weise abändern. 

Auch diese Liiiiearperspektive ist eme Errungenschaft 
der ßenaisaance. Der Florentiner Baumeister Brunne llesclii 
(1377 — 1446) hat sieh sicher mit darauf bezüglichen Studien 
befaßt. Ihm widmete der erste Theoretiker der Perspektive, 
Leo Battista Albertx (1404—1472) seinen Traktat „De 
pictura" (1435). 



Spezielle Falle der CentralkoUineation. 

177. Die metrischen Spezialisierungen der Perspektiven 
Systeme erhalten wir ganz in der gleichen Weise wie bei 
der ebenen KoUineation (vergl. 103-), nur haben wir an 
Stelle der Kollineatiousachse die Ebene der Kollineation 
treten zu lassen. 

Liegt das Centrum S im Unendlichen, so werden die 
Systeme perspektiv-affin. Die Richtung von S heißt 
Affinitätsrichtung. Es wird jetzt: 

j = {SAiÄA') = -j-j- = -g'-g = konst. 

Der einfachste Fall ergibt sich, wenn die Affinitätsrichtung 
auf der Kollineations ebene senkrecht steht. Wählen wir 
ein rechtwinkeliges Koordinatensystem, so daß die XY- 
Ebene in die KoUineationsebene fäUt, die .Z-Achse folglich 
auf ihr senkrecht steht, so werden die affin -Perspektiven 
Systeme dargestellt diu'ch die Gleichungen: 

x'= X il'=y s' =hz 

Ist Ä: < 1, aber > 0, so geht eine geschlossene Fläche 
des Raumes S über in eine ebenfalls geschlossene Fläche S', 
welche in der Richtung der 2-Achse zusammengedrückt ist. 
Eine Kugel z. B. wird in ein Rotation sei bps oid transformiert. 
Wir erhalten wieder ein Relief eines ßaumobjektes, der 
positive Bruch h gibt die Verkürzung. Die Bildhauer be- 
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nutzen diese Art der Umformung („Bildbauerp erspebtive"). 
Professor Paul Pfeifer (Berlin) hat einen Apparat kon- 
struiert, der es ermöglicht, von einem voll plastischen Original 
in mechanischer Weise ein solches Eelief herzustellen. 

Dieser „EeKef-Modellierapparafc", D. R. P. 92898, besteht 
(Abbild. 4} aus einem Holzgestell, das auf seiner unteren 
Platte den mittels eines Schraubenantriebes in wagrechten 
Schlittenfuhrungen verschiebbaren Werktisch trägt. Dieser 
kann ünJcs in dem Hohlraum das abzubildende Original, 
rechts auf der Platte die Modelliermasse aufnehmen, aus 




welcher dai Eehef geschnitten werden dII Dei iuhlstift, 
welchei die ^olliunde Form z B emen Kopf nachfährt 
und da'5 Messer, welche das Kelict schneidet sind m Gleit- 
stangen Tn euiem nus gezogenen Metalhohien beigestellten 
Eahmen befestigt an dem sich auch dei Hebel befindet, 
mittels welchem die Gioße der \ eikurzung emgcHtellt werden 
k'iun Mnn hat die Veikuizungeu von bis ^ zui Ver- 
fügung Der gmze Eahmen ist diucb eme "sebi feine 
Eollenfuhrung in wigiechtoi Eihtiig \e achiebbar dabei 
gleitet dei Fuhlbtitt ubei dis On^mil hmweg und das 
Messer besehreibt die dai-u affme Kiu\e Nachdem der 
Stift über die Form hinweg gefuhrt ist, wird der Werktisch 
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ein wenig verstellt und nun abermals der Kalimen ver- 
schoben. So erhält loau, Schicht für Schicht, das Relief. 
Auf diese Weise mechanisch hergestellte Eeliefs zeigen ohne 
■weitere Nacharbeit schon eine vorzügliche Flächenwirhmig. 
Wir fügen noch die Abbildungen 5 und 6 bei, welche zwei 
solche Eclief s wiedergeben. Die Verkürzungen sind r- bezw. - . 




Liegt S im Endlichen, dagegen ö unendlich fern, so 
erhalten wir ähnliche und ähnlich gelegene Systeme; die 
Konstante 

. ;S^' _ SB' 
^ SA SB 

gibt die Verjüngung. Man vergh Figar 40a und 40b. 
Der Wert j = — 1 fiihrt zu Systemen, die symmetrisch 
in bezug auf den Punkt S liegen. 

EndKch kommen wir zu kongruenten Systemen (Fig.41), 
wenn S nnd o beide im Unendlichen sich befinden. 
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§ 27. Die reziproken Sjateme, 293 

g 27. Die reziproken Systeme. 

Die ineidenten und involutorisehen Elemente. 
178. "Wie bei einer Korrelation lediglicii die Doppel- 
elemente eine gewisse Sonderstellung in der durchaus gleich- 
artigen Beziehung einnehmen, so werden als die einzig 
ausgezeichneten Elemente einer Korrelation diejen^en zu 
bezeichnen sein, welche die ihnen entsprechenden Elemente 
enthalten. Diese mögen als „ineidente" Elemente bezeichnet 
werden. Die Untersnchnng verläuft der ftir ebene Systeme 
durchgeführten analog, so daß wir uns darauf beschränken 
können, die ßesultate aufzuzählen: 

Alle Punkte des einen oder anderen Systems, 
welche in den ihnen entsprechenden Ebenen Hegen, 
erfüllen eine Fläche zweiter Ordnung Fp, nud alle 
Ebenen, welche die ihnen entsprechenden Punkte 
tragen, umhüllen eine weitere Fläche zweiter Ord- 
nung Fe. 

Diese beiden sogenannten „Kemfläehen" durch- 
setzen sich in den vier Seiten eines räumlichen 
Vierecks, des „Hauptvierseits" der Korrelation, 
dessen Ecken ein Tetraeder bilden. Beide Mächen 
berühren in den Ecken die Tetraederflächen, 

Die Ecken dieses Hauptvierseits sind gleichzeitig 
die einzigen Punkte, denen involutorisch die 
gleiche, überdies noch durch sie hindurch gehende. 
Ebene entspricht. 
Die Gleichungen der Kemfläehen werden: 

(1) i^p = «na;? + ßäa4 + •■■ + Kl + «äi) «1,^2 + ... =0 

(2) _F,-au^? + «as^a+ ... + («la + «ai) ^i la + ■■■ =0 

Setzen wir voraus, daß das Hauptvierseit der reziproken 
Beziehung vollständig reell ist, so können wir dasselbe als 
Koordinatentetraeder benutzen und die Korrelation wie folgt 
darstellen : 



sowie 

(4)eli = a3i«a Qi2=.0'i2Xi QH='^i3^l eil=<^u^i 
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Die bcideu Kemfläolieii werden: 

(5) ^ ^ («12 + ttäi}a:ia^+ («84 + «48)^8^^=0 

(6) K, = a^^a,, (a,, + a,^) SJ^ + a,^a,, (a^^ + a,^) ^,^ = 
Sie durchdringen sich in dem Hauptvierseit 

Die involutoriächen Korrelationen, 

179. Ist in den Gleichungen (10) bis (13) der reziproken 
Verwandtschaft (Seite 253) 

ö.7c = «M 

und folglich auch 

»ik = tu, 
so stinunt die ti'ansponierte Substitution mit der ursprüng- 
hchen überein, und es leuchtet unmittelbar ein, daß das 
in volutorische Entsprechen je zweier zugeordneter Elemente 
durchweg eintritt. Einem Punkte z, B., dessen Koordinaten 
man mit Xi bezw, mit ip/ bezeichnet, wird immer die gleiche 
Ebene zugewiesen. Die beiden Flüchen Fp und F, ver- 



') Von den zalilreiclien UnterBuchangeii über die Kollineation 
und Korrelation und über damit zuaamniBnhängende Probleme seien 
folgende Arbeiten von E. Sturm in den Matb. Ännalen erwilhnt: 
„Das Problem der Projekt ivität und seine Anwendung auf die Flftcben 
zweiten Gradea." Band 1. 1869. Seite 533—374. — „Das Problem 
der räumlichen Projektivit&t." Band 6. 1873. Seite 513—550. — 
„Vereinfachung des Problems der räumlichen Projektivit6t." Band 16. 
1879. Seite 407—423. — „Über die reziproke und mit ihr zusammen- 
hängende Verwandtsohaften." Band 19. 1882. Seite 461—486. — 
„Über Kollineation und Korrelation." Band 22. 1883. Seite 569— B8 8. — 
„Zur Theorie der Kollineation und Korrelation." Band 28. 1886. 
Seite 277—283. —„Über gleiche Punktreihen, Ebenenbüschel, Strahlen- 
büaohel bei kollinearen Eäumen." Band 28. 1836. Seite 268—276. 
Femer Beien noch, folgende, in der gleichen Zeitschrift enthaltene 
Arbeiten erwähnt: M. Paech: „Zur Theorie der Kollineation und Eezi- 
prozitftt." Band 23. 1884. Seite 419—436. „Über Viereck, Vierseit 
und projektive Verwandtschaft in der Ebene." Band 26. 1886. 
Seite 211—218. P. Muth: „Die geometrische Deutung Ton Invari- 
anten räumlicher Kollineation en und Eeziprozitätan." Bond 33. 1889. 
Seite 493 — 510. „Über Kovarianten ebener Kollineationen." Band 40. 
1892. Seite 89—98. »Zur geometrischen Deutung der Invarianten 
ebener Kollineationen." Band 55. 1902. Seite 594—596. 
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einigen sich in eine einzige Fläche <p, und die Korrelation 
geht über in die polare Beziehung bezüglich diesei' Fläche: 
jedem Punkte entspricht also seine Polarebene hinsichtlich rp . 
Dieses räumliche Polarsystem existiert auch in dem Falle, 
daß die Ordnungsfläche <p ganz imaginär ist. Man definiert 
umgekehrt durch ein solches Polarsystem eine imaginäre 
Fläche zweiter Ordnung. 

Aber es gibt noch eine zweit« Möglichkeit, eine durch- 
aus involu torisehe, reziproke Beziehung im Eaume herzustellen. 
Setzen wir nämüeh in den Gleichungen (10) 

ß;i = und «,jt = — ■ an 

so versehwinden die Gleichungen Fp und Fg identisch und 
jedes Element liegt in dem ihm entsprechenden. Die 
Gleichungen für diese Korrelation werden dann aber: 



ef,' 


- 






+ 


<h 


X, 


+ »1 


X, 


+ «uX^ 


ei: 


- 


-% 


,^i 








+ 0, 


X 


^IhA 


sf.' 


- 


— a^ 


■."i 


~ 


«s 


X, 






+ «3i^4 


ef.' 


- 


— »1 


A 


— 


a. 


X, 


— 0, 


X 





Aus ihnen ergeben sich unmittelbar die folgenden: 

Vii = a^2X( — «23%'"— «2437/ 

V$l=aUX{+ ß3i3^'+ («84%' 

Es haben sich also die Gleichungen (7) reproduziert, woraus 
der involutorische Charakter der Verwandtschaft ohne weiteres 
hervorgeht. Femer ist: 

%, «18 



zl = 



«23 Ctj. 



= {«i^ßg,j^ — ays(^i-\- ii^aCtn}^ 



Die Determinante der Substitution versehwindet also 
nicht, wie überhaupt jede derartige Determinante geraden 
Grades. Dagegen hat jede Determinante dieser Art von 
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ungeradem Grade den Wert 0, so daß sich ein Analogon 
zu dieser Verwandtscliaft im ternären Gebiet, d. h. im Punkt- 
feld oder im Bündel, nicht angeben läßt. Die durch die 
obigen Gleiehmigen gegebene involutorische Korrelation, 
welche neben der räumlichen Polarreziprocität die einzig 
mögliche, involutoriseh- reziproke Beziehung vorstellt, wird 
als das „NuDsyatem" bezeichnet. Jedem Punkte entspricht 
eine durch ihn gehende Ebene, jeder Ebene ein in ihr 
liegender Punkt. Besehreibt der Punkt eine Gerade, so 
dräit sich die zugehörige Ebene mn die entsprechende 
Gerade, Es gibt co^ Greradc, die sich selbst entsprechen: 
sie bilden einen linearen Komplex. In betreff weiterer 
Eigenschaften des NuUsystems, das in der Mechanik bei 
der Zusammensetzung von Kräften im Räume Verwendung 
findet, vergleiche man Fiedler: „Die darstellende Greometrie", 
III. Teil, Leipzig 1888, Seite 611 ff., und Sturm; „Die 
Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrle", 
Leipzig 1892, Seite 62 ff. 



§ 28. Die iuYoliitorischeu Kollineatitiiien. 

Die unmittelbar anzugebenden Fälle. 

180. Um die Betrachtungen über die KoUineatiou zum 
Abschluß zu bringen, haben wir noch folgende Fragen zu 
erledigen: 

Kann eine Kollineation einzelne oder unend- 
lich viele involutorische Elementenpaare enthalten? 
Kann sie durchweg, d, h. in allen Elementen, den 
involutorischen Charakter zeigen? 
Wir wollen die zweite Frage zuerst beantworten. Eine 
involutorische Kollineation muß sicher als spezieller Fall 
unter den in 165. erwähnten kollinearen Beziehungen -ent- 
halten sein. Man erkennt aber dann, daß für j = ' — 1 
die gescharte Kollineation und die Central kollineation in 
involutorische Beziehungen übergehen. 

Bei der ersteren haben wir zwei Achsen, a und b, die 
auch imaginär sein können. Jedem Punkte ordnen wir auf 
der durch P gehenden Sekante den vierten harmonischen 
bezüglich der beiden Schnittpunkte mit a und b zu. Die 
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dadurch entstehenden Systeme heißen „geschart iu- 
volutorisch". 

Nimmt man speziell die eine Achse i unendlich fern in 
einer auf a senkrechten Ebene, so liegen je zwei enl^ 
sprechende Punkte symmetrisch zur Achse a; die Systeme 
sind „axial symmetrisch". 

Die CentralkoUineation femer enthält für j = — 1 
lauter Punlit- und Ebenenpaare, welche das Centrum S und 
die Kollineationsebene a harmonisch trennen. Der unend- 
lich fernen Ebene entspricht diejenige Ebene, welche in der 
Mitte zwischen 8 und o parallel zu o verlauft. („Harmo- 
nische CentralkoUineation", centrische Involution, Homologie). 

Diese beiden Fälle stellen nun, wie im folgenden zu 
beweisen sein wird, überhaupt die einzigen Möglichkeiten 
vor, den ßaum koUiuear und gleichzeitig involutorisch auf 
sich selbst zu beziehen. 

Teilweis e-involu torische Systeme. 

181. Enthält eine Kollineation ein involutorisohes Punkt- 
paar, also einen Punkt, dem als P und Q' genommen der 
andere als P' und Q entspricht, so geht die Verbindungs- 
linie PQ in P' Q', d. h. in sich selbst, über und muß femer 
nach 59. überhaupt involutorisch in sich transformiert werden. 
Untersuchen wir also jetzt die früheren vier Fälle der Kol- 
lineation (165.) daraufhin, ob sie eine involutorische Gerade 
enthalten können. 

Die Kollineation mit einem Haupttetraeder besitsrt in 
dessen Kanten sechs Grerade, die in sich selbst transformiert 
werden. Wir können nun die Bestimmung der Kollineation 
so einrichten, daß eine dieser Kanten eine involutorische 
Gerade wird. Wählen wir nämlich das Punktpaar P, P', das 
im Verein mit dem Hanpttetra«der zur Festlegung der kol- 
linearen Beziehung benutzt wird, so daß es die Ebenen 
BGA und SCI) harmonisch trennt, und treffen die 
Ebenen BGP imd BOF die Kante AB in den Punkten Q 
und Q') so ist: 

iAI>QQ-) = -~-\ 
und wir erhalten (59.) auf der Kante AD eine Involution, 
Natürlich wird auch der Ebenenbuschel mit der Achse BC 
involutorisch in sich übei^eführt. Damit hat sich eine 
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Kollmeation ergeben, die, ohne Überhaupt involutorisob zm 
sein, zwei involatorische Grundgebilde erater Stufe enthält. 

Wir können auch noch erreichen, daß die G^enkante BO 
ebenfalls sich involutorisch entspreche. Denn man zeigt 
leicht, daß man ein Punktpaar P, P' noch auf sehr ver- 
schiedene Weise so annehmen kann, daß es aus AD auf BC 
projiziert mit B und G zwei harmonische Punkte und 
ebenso aus BC auf AD projiziert mit A und D harmo- 
nische Punkte liefert. Die dadiu:ch gegebene KoUineation 
enthält also zwei involutorische Punktreilien und zwei in- 
volutorische Ebenenbüschel auf den GregenkantenjlD und i?C, 
ohne jedoch im ganzen involutorisch zu sein. Dagegen 
wird mit dem Auftreten einer dritten involutoiisohen Geraden 
die ganze Beziehung involutorisch. Denn wählen wir P, P' 
so, daß auch die Ebenen CDP und CDF' durch CDA 
und CDP harmonisch getrennt werden, so sind in gleicher 
Weise der Ebenenbüschel CD und die Punktreihe^lJS involu- 
torisch. Irgend einem Punkte, der als Schnittpunkt der 
Ebenen nach AD, BC und CD genommen wird, entspricht 
dann involutorisch der Schnittpunkt der drei entsprechen- 
den Ebenen dieser Ebenenbüschd. 

Es ist aber leicht zu beweisen, daß wir damit zu den 
in volutorisch-gesch arten Systemen gelangen. Denn betrachten 
wir die Ebene ABC, so bildet sich in ihr eine ebene Kol- 
lineation aus und P und P liefern aus D projiziert ent- 
sprechende Punkte derselben. Die Strahlenbüschel A und C 
sind aber beide involutorisch, folghch muß nach 107. (S, 180) 
die kollineare Beziehung in der Ebene ABC überhaupt 
involutorisch, d. h. eine Centralkollineation mit B als Centrum 
sein. Daraus folgt, daß die Verbiadmigslinie PP' der 
Geraden DB begegnet. Betrachtet man aber weiter die 
Ebene ABD, so erhält man auch in ihr eine harmonische 
CentralkoUineation mit A als Centrum, und dieses hat zur 
Eolge, daß die Verbindungslinie PP' auch die Eante A C 
trifft. Also sind BD und AC die Achsen dieser geschart- 
involutorischen Beziehung. 

182. Endlich ist noch der Fall zu erledigen, daß zwei 
sich schneidende Kanten des Haupttetraeders sich involutorisch 
entsprechen, z.B. die Kanten DA und DB. Dann muß 
wieder mit Rückeicht auf 107. offenbar die ganze Ebene 
DAB involutorisch in sich übergeführt werden, wobei AB 
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die Achse, D das Centrum wird. Um eine solche räum- 
liche KoUineation herzuatellea, haben wir nur nötig, das 
Pimictpaar P, P* so zu wählen, daß es aus C in die Ebene 
DÄB projiziert zwei Punkte Q und Q' liefert, deren Ver- 
bindungslinie durch J) geht und welche Z> und AB über- 
dies harmonisch trennen. Die Verbind ungsKnie PP' und 
entsprechender Pnnkte überhaupt trifft demzufolge die 
Kante CD, und da AB sieh Piinkt für Punkt selbst ent^ 
spricht, so stellt diese teilweiae-involutorische Beziehung, 
welche eine involutorische Ebene und einen involutorischen 
Bündel enthält, einen speziellen Fall der axialen Kol- 
lineation vor (S. 276). 

Kann nun eine KoUineation noch eine zweite involu- 
torische Ebene enthalten, ohne überhaupt involutorisch zu 
sein? Es sei außer der Ebene DAB auch noch die Ebene 
CAB involutorisch auf sich bezogen, uud zwar sei G für 
die zweite KoUineation das Centrum, während ihre Achse 
natürlioh AB ist. Um eine räumliche KoUineation dieser 
Art herzustellen, muß ein Punktpaar P, P' so angenommen 
wei"den, daß es einerseits aus C auf die Ebene ABT) pro- 
jiziert zwei Punkte Q, ^'von der oben erwähnten Eigenschaft 
Uefert, andererseits müssen die Projektionen E, W von P, P' 
aus I) auf die Ebene ABG auf einer Geraden durch G 
liegen und G und AB harmonisch trennen. Die Eigen- 
schaften des vollständigen Vierecks führen dann aber leicht 
zu der weiteren Folgerung, daß jede Verbindungslinie PP' 
nicht bloß CD, sondern auch AB trifft und daß P, P' 
harmonisch liegen zu den beiden Schnittpunkten. Damit 
wird aber die KoUineation eine geschart- involutorische , 

Setzen wir endlich voraus, wir hätten zwei involutorische 
Ebenen DAB aad^DBA, aber es sei D das KoUineations- 
eentrum, für jede der beiden Ebenen, so werden AB und 
SC sich Punkt für Punkt selbst entsprechen, und man 
erhält die harraomsche CentralkoUineation mit D als Centi'um 
und AB als Kollineationsebene. 

Es ei^aben sich mithin drei Typen von teilweise- 
involutorischen KoUineationen, als durchweg-involutorische 
aber bleiben bloß die geschart-involutorisehe und die harmo- 
nische CentralkoUineation bestehen. 
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X, Kapitel. 

Die linearen Transformationen einer Fläche 
zweiter Ordnung in sich. 

g 29. Die projektiven Bezieliuiigen einer Fläche 
zweiter Ordnung in sicli. 

Kollineare Beziehung einer Fläche zweiter Ordnung 
in sich. 

183. Zwei Eäuine -S* und Z' seien kollinear auf einander 
bezc^n, Wird dann in ^ eine Fläche zweiter Ordnung i*"^ 
angenommen, welche dem allgemeinen Fall entsprechend 
zwei Scharen von geraden Linien enthalten möge, so ent- 
spricht ihr in ^' wieder eine geradlin^ Fläche zweiter 
Ordnung F^'. Wir wollen die Geraden der einen Schar 
auf F* durch c/, die der anderen Schar durch h, jede Schar 
als Ganzes dureli \gj_ bczw. \h] bezeichnen. Da die Ko!- 
lineation Gerade wieder in Gerade überführt, so wird sie 
die beiden Geradenscharen [3] und [Ä] auf F^ in die Geraden- 
scharen lg'] und [h'] auf F^' transformieren und es werden 
[^J und [g'] einerseits, sowie [h] und \h'] andererseits pro- 
jektiv auf einander bezogen. Irgend einen Pnnkt P von F^ 
fassen wir auf als Schnitt der zwei durch ihn hinduroh 
gehenden Erzei^nden g und h; die entsprechenden Er- 
zeugenden g' und h' liefern in ihrem Schnitte den ent- 
sprechenden Punkt P' &\i{ F^'. Lenken wir uns F^ imd F'^' 
gegeben, so können wir jetzt unabhängig von der räumliehen 
KolUneation die kollineare Beziehung der beiden Flächen 
durch die projektive Zuordnung der ßegelscharen vermitteln. 

Um dies auch rechnerisch zu verfolgen, hätten wir die 
Erzeugenden von \g] und [h] je durch einen Parameter X 
bezw. fi festzulegen, während durch V und /*' die Er- 
zeugenden von y] und [h'] gegeben sein mögen. Dann 
werden zwei bilineare Gleichungen 

al+h_ ,_ a^ + ß 

'^' ^ ^ c?. + d f" -yft + S 

die projektive Beziehung der ßegelsoharen zum Ausdruck 
bringen. 
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Ganz in der gleichen Weise gelingt es auch, eine Fläche 
zweiter Ordnung auf eich selbst zu beziehen, doch müssen 
■wir dabei die folgenden beiden Möglichkeiten unterscheiden: *) 

a) Jede der beiden Eegelseharen wird je durch 
eine der Gleichungen (1) projektiv auf sich bezogen, 

b) Die eine Kegelsebar wird in doppelter "Weise 
auf die andere bezogen durch die Gleichungen i 



Die beiden dadurch zu gewinnenden koUinearen Be- 
ziehungen einer i^* in sieh zeigen wesentliche Unterschiede 
und sollen getrennt behandelt werden. 

184. 3x0 ersten Falle werden sieh in jeder der beiden 
Kegelscharen zwei Doppelstrahlen finden, ^,„, g„ in der einen 
und Am, Ä„ in der anderen (Fig. 89). Die Schnittpunkte 
(^'m^ra), (g«Ki)> (Unhi), {Hm^n) sind dic einzigen Doppel- 
oder Koinzidenz-Punkte. Treten an Stelle der reellen 

*) Felis Klein: „Math. Ännalen". Band 4. 1871. Seite 412 und 622. 
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Doppelstrahlen in einer dec Projekt! vitäten imaginäre, so 
werden die Doppelpunkte natürlich sämtlich imaginär. 

Zu einem anderen Typus führt folgender spezielle Fall. 
In der einen Eegelschar, etwa [g], möge jede Erzeugende 
mit der ihr entsprechenden sicli decken, was durch die 
Gleichung 
(3) V=X 

zum Ausdruck gebracht iivird, während wir die andere Regel- 
schar [Ä] wie oben in sieh transformieren. Die beiden 
Doppelstrahlen Ä„„ Ä„ dieser letzteren Projektivität müssen 
sich dann ersichüieh Punkt für Punkt selbst entsprechen. 
Es treten mithin zwei Achsen mit ooi Doppelpunkten auf. 
Die Punkte werden bei dieser Transformation auf den Er- 
zeugenden g sieh bewegen. Ebenso kann man eine kolKneare 
Beziehung der F^ in sich angeben, bei der die Punlste längs 
der Erzeugenden k wandern, während zwei reelle oder imaginäre 
Erzeugende g Punkt für Punkt fest bleiben. 

Die durch die Gleichungen (1) gegebene Transformation 
einer Eläche F^ in sich, bei der also jede ßegelschar in sich 
übergeführt wird, möge als eine „Transformation erster 
Art" bezeichnet werden. Sie kann, ebenso wie die soeben 
erwähnte speziellere Form, auch involutorisch werden, 
wenn an Stelle der zwei Projektivitä,teo (1) involutoriaehe 
Beziehungen treten. 

185. Wenden wir uns jetzt zu den kollinearen Be- 
ziehungen, welche aus der Annahme b) sieh ableiten lassen: sie 
mögen lineare Transformationen zweiter Art heißeu. 
Eine projektive Beziehung der einen Eegelschar auf die andere 
kann geometrisch zur Anschauung gebracht werden durch 
einen Kegelschnitt der F^, der die Zuordnung der Er- 
zeugenden dadurch vermittelt, daß auf ihm die Schnittpunkte 
entsprechender Geraden liegen. Legt man nämlich durch 
die Schnittpunkte dreier Paare von entsprechenden Geraden 
der projektiven Regelscharen eine Ebene, so wird der Schnitte 
kegelschnitt mit der F^ durch die beiden Regelscharen pro- 
jektiv auf sich bezogen, und da die ausgewählten drei Punkte 
Doppelpunkte sind, so muß jeder Punkt des Kegelschnittes 
sich selbst entsprechen. 

Die kollineare Beziehung zweiter Art läJBt sich dann 
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in folgender Weise klar übersehen: Gegeben sind (Fig. 90) 
zwei Kegelschnitte Kg mid Ku auf der F^. Zu einem 
Punkte X von Jf* finden wir den entsprechenden wie folgt: 
Durch X geht eine Erzeugende g und eine Erzeugende h; 
wir bringen g mit Kg und h mit Ki, zum Schnitt; durch 
diese Punkte laufen die entsprechenden g' und h', welche 
sich im zugehörigen Punkte X' begegnen. Würde X als Y' 
genommen, so hätte man g mit K^ und h mit Ku zum 
Schnitt zu bringen; die durch diese Punkte gehenden Er- 
zeugenden aehneiden sich in Y. 



Daraus kann man die Bedingung ableiten dafür, daß 
dieBeziehung eine involutorisehe werde: offenbar müssen 
sich die beiden Kegelschnitte K^ und K,^ in einen ver- 
einigen. Für diese involutorisehe Beziehung wird dann jeder 
Punkt dieses Kegelschnittes ein Doppelpunkt. Im all- 
gemeinen Falle dagegen erhalten wir nui- zwei reelle oder 
imaginäre Doppelpunkte, nSmhch die Schnittpunkte A 
und J3 von Kg und Kh. Dies zeigt unmittelbar die obige 
Konstruktion. Gehen durch A und B die Erzeugenden ga, 
^ai Qb, Äj (Fig. 91), so folgt aber auch noch weiter, daß die 
Schnittpunkte {gjii) und (ptAa) oder E und F sich in- 
volutorisch entsprechen, und dies ist das einzige Punkt- 
paar, dem diese E^enschaft zukommt. 
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Die koUineare Beziehung erster Art enthielt im Gegen- 
satz dazu kein involutorisches Punktpaar und nalim im 
ganzen einen in volutori sehen Charakter an, wenn ein 
solches Puiiktpaar auftrat. 




Bestimmt ist eine kollineare Beziehung einer F^ in 
jedem Falle diirch drei Punkte A, B, C und ihre ent^ 
sprechenden A', S', C , sofern nur keine zwei dieser Punkte 
auf einer Erzeugenden der F^ liegen. Denn ordnet man 
die durch diese Punkte gehenden Erzeugenden einander zu, 
so genügt dies zur Bestimmung der projektiven Beziehungen 
der Regelseharen bezw. der Parameter in den Gleichungen (1) 
und (2). Auch folgt noch: 

„Es gibt oo^ kollineare Transformationen einer 
Fläche zweiter Ordnung in sich." 

Zwei Transformationen erster Art liefern nach einander 
angewandt wieder eine Transformation erster Art; zwei 
Transformationen zweiter Art dagegen führen in ihrer Auf- 
einanderfolge zu einer Transformation der ersten Art. Eine 
Transformation der ersten Art und eine der zweiten Art 
bestimmen eine solche der zweiten Art. Demnach haben 
bloß die Transformationen der ersten Art die Eigenschaft^ 
eine „Gruppe" zu bilden. 
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Die reziproke Beziehung einer Flache zweiter 
Ordnung in sich. 
186. In gleicher Weise ordnet eine räumliche Kor- 
relation zwischen zwei Systemen 2 und 2' einer Fläche F^ 
wieder eine Fläche F'" zu, wobei jetzt jedem Punkte von F^ 
eine Tangentialebene F'^ entspricht. Betrachten wir aber 
den Bemhrungspunkt der Tangentialebene und ordnen ihn 
dem Punkte auf F^ zu, so erweist man von der dadurch 
gegebenen punktweiaen Beziehung der beiden Flächen F'^ 
und F^' mit leichter Mühe, daß sie eine kollineare sein 
muß. Demnach kann man eine Fläche zweiter Ordnung 
auch in doppelter "Weise korrelativ auf sieh selbst beziehen, 
nach der ersten oder nach der zweiten Art: wir haben nur 
an Stelle des einen Systems von Punkten der F^ die 
Tangentialebenen in ihnen einzuführen. Traten bei der 
koUinearen Beziehung erster Art viei^ Doppelpunkte auf 
(Fig. 89), so werden diese Punkte A, B, 0, B bei der zu- 
gehörigen reziproken Beziehung sich dadurch auszeichnen, 
daß die ihnen entsprechenden Tangentialebenen F^ durch 
sie hindurch gehen und daß das Entsprechen überdies ein 
involutorisches ist. Bei der reziproken Beziehung zweiter 
Art kommt den Punkten A und B die gleiche Eigenschaft 
zu (Fig. 91); dem Punkte E femer ist die Ebene ABF, 
dem Punkte F die Ebene ABF und zwar jedesmal in- 
volutorisch zugeordnet. Der Verbindungsgeraden EF 
endlich entspricht involutorisch die Verbindungslinie AB. 

Alle diese Transformationen einer F^ in sich können 
wir kurz als „projektive" bezeichnen. 



§ 30. Die projektiv auf sich bezogene Fläche 

zweiter Ordnung als Bestandteil einer projclitiTeii 

Baumtraiisformatioii. 

Eollineationen mit sieh selbst entsprechenden 
Flächen zweiter Ordnung. 
187, Den Anschluß an die fiüheren Eetrachtungei 
gewinnen wir wieder, indem wir uns fragen: Kann ein' 
räumliche KoUineation eine koUinear auf sich 
Fläche zweiter Ordnung enthalten? 
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Ea sei zunäclist die allgemeine Kollineation (S. 274) mit 
einem Haapttetraeder vorausgesetzt; außerdem müssen wir 
unterscheiden, ob die F^ naeli der ersten oder zweiten Art 
kollinear auf sich bezogen ist. 

Soll eine räumliche Kollineation eine kollineare Be- 
ziehung der ersten Art auf einer F^ ausbilden, so müssen 
die auftretenden vier Doppelpunkte (Fig. 89} sicher auch 
Doppelpunkte der Kollineation und AS CD muß das 
Haupttetraeder derselben sein. Die Fläche F^ enthält das 
Vierseit ASCD und kann folglich in der Form geschrieben 
werden: 

Stellen wir die Kollineation durch die Gleichungen (9) von 
148. dar, so geht diese Fläche über in: 

Im allgemeinen wird also keine Fläche dieses Büschels in 
sieh transformiert. Ist aber: 

oder was das Gleiche besagt: 

(1) ?i3=ii3 

so wird jede Fläche dieses Büschels in sich übergehen. Es 

folgt daher: 

Die allgemeine Kollineation führt keine Fläche 
zweiter Ordnung kollinear nach der ersten Art in 
sich über; siud aber zwei der Invarianten der 
Kollineation einander gleich entsprechend der Be- 
ziehung (1), so gehen sämtliche Flächen eines 
Büschels in sieh über imd dessen Basiskuvve ist 
ein dem Haupttetraeder angehörendes Vierseit. 
188. Weiter ist nun zu untersuchen, ob eine allgemeine 
Kollineation eine nach der zweiten Art kollinear auf sich 
bezogene F^ enthält bezw. enthalten kann. Die Doppel- 
punkte Ä und B (Fig. 91), die in diesem Falle auf der F^ 
sich ergaben, sind jedenfalls auch wieder Doppelpunkte der 
räumlichen Beziehung. Verbindet man aber die beiden sich 
involutorisch entsprechenden Punkte (vergl. 8. 303), so muß 
diese Gerade jedenfalls involutorisch in sieh transformiert 
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werden. Die Doppelpunkte C nnd D dieser Involution 
geben mit A und B das Haupttetraeder einer KoUineation, 
welche die F^ enthalten würde, und man erhält: 

(2) iä, = AS(CI>PP') = J3 = _ 1 

weil die Involution auf £'J'"'aus CD durcli einen involutorischen 
Ebenenbüschel projiziert werden muß. Da bei einer beliebten 
KoUineation diese Bedingung nicht erfüllt Bein wird, so führt 
eine kollineare Beziehung im allgemeinen keine Fläche zweiter 
Ordnung koUinear nach der zweiten Art in sich über. Die 
Bediagung (2) ist aber auch noch nicht eine hinreichende. 
Denn bezeichnen wir mit X, X.' zwei einander zugewiesene 
Punkte der Involution auf der Geraden EF, die also auch 
in der räumlichen Beziehung einander entsprechen, so werden 
auch die Strahlenbüschel, welche aus A und B die In- 
volution auf EF projizieren, involutörisch in sich, trans- 
formiert, d, h. dem Strahl AX entspricht in doppelter Weise 
der Strahl AX'. Eine Fläche zweiter Ordnung nun, welche 
durch das Vierseit AXBX' hindurch geht, wird übergeführt 
in eine andere, welche wieder das gleiche Vierseit enthält. 
Soll mithin eine Fläche von der bewußten Eigenschaft 
existieren, so gehört sie dem System der Flächen au, daß 
man durch "Variation des Punktpaares X, X' erhält. Die 
Gleichung dieser Flächen muß die Form haben: 

lx^'^■^^mx^^ -\- nx(x{= 

Denn für x^ = bezw. «j = soll der Schnitt in zwei zu 
den betreffenden Dreiecks selten harmonische Gerade zer- 
fallen. Diese Fläche geht aber über in: 

Führen wir die Bedingung (2) ein, so kommt: 

(a^g -\-mXi-\- - ■ ^ ■ ■ x^x^^O 
Die beiden zugeordneten Flächen fallen also zusammen, wenn 



(3) 



»11».; 
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Dieser Bedingung läßt sich auch eine geometrische Deutung 
abgemnnen. Sind P und P' irgend zwei entsprechende 
Punkte der KoUineation und trifft die Verbindungsünie der- 
selben in A, B, C, D die Ebeuen des Haupttetraeders, so 
fanden wir für das Doppel Verhältnis der vier Schnittpunkte 
(165. Zusatz): 

(ABCD)^ '^^^"^^' . «11— «44 



Set^t man diesen Ausdruck = ■ — 1 und führt die obige 

Bedingung (2) ein, so ergibt sich sofort die letzte Gleichung. 

Sind also die zwei Bedingungen (2) und (3) erfüllt, so 

gehen alle Flächen des obigen Systems — es ist ein Netz 

oder auch ein Gewebe — in sich über. Damit ist gezeigt: 

Eine KoUineation führt im allgemeinen keine 

Fläche zweiter Ordnung kollinear nach der zweiten 

Art in sieh über. Sind aber die Bedingungen 

j^^ = — 1 und (A B C D) = — 1 

erfüllt, so geht ein zweifach unendliches System von 
Flachen in sieh über in der Weise, daß jede dieser 
Flächen koJünear nach der zweiten Art trans- 
formiert wird. 
189. Wir wenden uns jetzt zur gescharten Kol- 
lineation. Sind a und h deren Achsen und ist g eine zu 
ihnen windschiefe Gerade, so entspricht ihr eiue Gerade g', 
welche a und & ebenfiills nicht trifft. Dann liegen a, h, g, g' 
auf einem Hyperboloid, Denn es gibt unendheh vide 
Gerade, nämlich alle Verbindungslinien entsprechender Punkte 
von g und g', welche diese vier Gerade treffen. Dieses 
Hyperboloid wird durch die KoUineation in sieh selbst 
übelgeführt und es wird auf ihm eine Transformation erster 
Art ausgebildet und zwar von der speziellen Natur, bei der 
zwei Erzeugende Punkt für Punkt fest bleiben (vergl. 184.), 
Umgekehrt kann eine auf diese Art kollinear auf sieh be- 
zogene Fläche F^ sich nur in einer gescharten KoUineation 
finden. 

Wird die gescharte KoUineation eine involutorischc, so 
fuhrt sie die Pläehe F'^ involutorisch nach der ersten Art 
in sich über. Es folgt also: 
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Eiae geschai'te KoUiiieation transformiert oo^ 
Flächen zweiter Ordnung in sich und zwar auf 
die spezielle erste Art, nämlich alle diejenigen 
Plächen, welche durch die Achsen der Kollineation 
hindurch gehen. Eine gegebene Fläche F^ kann 
durch oo^ geacharte KoUiueationen in sich trans- 
formiert werden. 
Das let*;tere folgt daraus, daß wir auf einer Fläche F^ 
zwei Erzeugende als Achsen der Kollineation und außerdem 
die Invariante derselben behebig annehmen können. 

Eine kollinear nach der zweiten Art auf sich bezogene 
F^ kann in einer gescharten Kollineation nicht auftreten. 
Denn die .F^ enthält dann ein involutorisches Punktpaar, 
das die ganze Kollineation zu einer involutorischen machen 
würde: ea müßte dann aber auch die Fiäche involutorisch 
nach der zweiten Art auf sich bezogen werden, so daß also 
ein Pimkt für Punkt fester Kegelschnitt auftreten würde, 
was nicht möglieh ist. 

Die involutorisch-gescharte Kollineation kann allerdings 
noch auf eine zweite Art eine Flache F^ in sich trans- 
formieren. Nach einem bekannten Satze trennen nämlich 
zwei reziproke Polare a, b einer Fläche F^ diese harmonisch, 
d. h. wenn man irgend eine Gerade auswählt, welche a und b 
trifft, so hegen diese Punkte zu den Schnittpunkten mit 
der F'^ harmonisch. In der geschart - involutorischen Kol- 
lineation, welche a und 6 als Achsen enthält, entspricht 
dann die F^ involutorisch nach der ersten Art sich selbst, 
Mau erkennt unmittelbarL 

Eine geschart- involutoriache Kollineation führt 
oo5 Fläche zweiter Ordnung involutorisch nach der 
ersten Art in sich über, so daß die Achsen der 
Kollineation reziproke Polaren für die Fläche sind. 
Eine gegebene Fläche wird durch oo* gescharte 
Involutionen auf diese Weise in sich transformiert. 

190. Sol! endlich eine CentralkoDineation, die durch 
die Gleiehmigen (2) von 168. gegeben ist, eine F^ in sieh 
überführen, so sei die Gleichung der F^ in der Form 
angenommen : 
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wobei f^ und f^ homogene Funktionen vom ersten bezw. 
zweiten Grade in den x(, xi, xi. Es soll dann sein; 

«f + ^lf( + fi =x\ + xji + fs 
oder: 

f xl -hj^eJi + f2^x\ + xj^ + f.. 
Diese Identität wird bloß erfüllt, wenn 
i^=l nnd i=l. 

was zu keiner eigentlichen, sondern lediglich zu einer 
identischen Transformation führt. Wird also eine F^ durch 
eine wirkliche Centralkolüueation in sieh übergeführt, so 
muß die Gleichung der F^ von der Form sein; 

und nun erhalten wir lediglich j^ = 1 als Bedingung, woraus 
folgt.: 

oder: 

Soll eine CentralkoUineation eine Fläche zweiter 

Ordnung in sich überführen, so muß sie eine 

harmonische sein und Centrum und Kollineations- 

ebene sind für die F^ Pol und Polarebene. Jede 

involutorische CentralkoUineation transfonniert oo^ 

Flächen F^ in sich und jede F^ wird durch cty- 

solcher CentralkoUineationen involutorisch nach 

der zweiten Art in sich übei^eführt. 

Denn daß die Fläche F^ involutorisch nach der zweiten 

Art auf sich bezogen wird, folgt daraus, daß jede durch das 

Centrum der Kollineation und eine Erzeugende der Fläche 

■gelegte Ebene die F^ noch in einer zweiten Erzeugenden 

schneidet. 

Es ist auch leicht zu beweisen, daß jede involutorische 
Beziehung einer F^ der zweiten Art durch eine solche 
Centralprojektion erzeugt wird. 

Diese Projektion einer Fläche zweiter Ordnung in sich 
hat Felix Klein als „Spiegelung" bezeichnet, welcher Aus- 
druck seine Berechtigung in den Betrachtungen der so- 
genannten Nicht -Euklidischen Geometrie findet. Es ent- 
spricht nämlich diese Transformation der F'' in sich für eine 



y Google 



§ 30. Die projektiv auf aiab bezogene PläcKe n. s. f. 311 

auf die F^ zu grändende Cayley'sche Maßbestimmung der 
gewöhaliehen Spiegelung der Euklidischen Geometrie. 



Sich selbst entsprechende Flächen zweiter Ordnung 
einer Korrelation. 

191, Um die analogen Betrachtungen für die korrelative 
Beziehung durchzuführen, sei eine solche reziproke räumliche 
Beziehung gegeben durch die Gleichungen (3) von 178. 
so daß ÄiA^A^^Äg oder AD SC das Vierseit, durch 
welches die beiden Kemflächen hindurch gehen. Soll eine 
korrelativ nach der ersten Art auf sich bezogene Pläche 
zweiter Ordnung in der räumlichen Korrelation enthalten 
sein, so muß sie notwendigerweise dieses Vierseit enthalten; 
ihre Gleichung wii'd also von der Form sein: 

(4) «i^ä + XxgX^= 
Dieser Fläche entspricht dann die andere: 

(5) a34«4E^/l^2 + ^«13«2llB'^i'= 

Die Gleichung der ersten Fläche in Ebenenkoordinafcen 
aber wird: 

Soll diese Flache mit der zweiten- durch (5) gegebenen zu- 
sammenfallen, so hat >t der Bedingung zu genügen: 



Wir erhalten also im Gegensatz zur KoUineation 
folgenden Satz: 

„Eine allgemeine Korrelation enthält zwei reelle 
oder imaginäre, nach der ersten Art reziprok auf 
sich selbst bezogene Flächen zweiter Ordnung, 
welche dem Büschel der beiden Kemflächen an- 
gehören." 
192. Eine reziprok nach der zweiten Art auf sich be- 
zogene F^ dagegen findet sich nicht in einer allgemeinen 
Korrelation, wie wir jetzt dartun wollen. 
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Denn angenommen dies wäre der Fali, so werden sich 
auf der J^* die Punkte E und F (Fig. 91) befinden. Nennen 
wir zu einem Punkte des ßaiimes alle die Punkte ,^onjugiert", 
welche der dem Punkte in der Korrelation entsprechenden 
Ebene angehören, so wird auf jeder Geraden eine Projektivität 
entstehen, gebildet von den konjugierten Punkten auf dieser 
Geraden. Für die Verbindungslinie JE F aber geht diese 
Projektivität in eine Involution über, weil E und F sich in 
doppelter Weise als konjugierte Punkte entsprechen. Die 
Doppelpunkte dieser Involution auf EF endlich sind die 
beiden letaten Ecken C und B des Haupttetraedera AB CD 
der Korrelation. Soll demnach eine nach der zweiten Art 
sich entsprechende F'^ in einer Korrelation auftreten, so muß 
jedenfalls die eine Diagonale CD des Vierseits der Korre- 
lation eine Involution konjugierter Punktpaare tragen. 
Die analytische Bedingung dafür ergibt sich ohne weiteres: 
ist die Korrelation wieder durch die Gleichungen (3) von 
178. (Seite 293) gegeben, so besteht zwischen konjugierten 
Punkten Xi und X,- die Eelation: 

a^^x^X-^^-\-l^^x^X2-\~ a^^ x^ Xj + %3 «g X^ = 

Für die Kante Ol) ist X^ = 0, X^ = 0, so daß die Beziehung 



welche involutorisch wird für 

(6) «31 = «48 

Eine der finiheren Betrachtung (Seite 307) ganz analoge 
läßt dann aber erkennen, daß eine F^ von der erwähnten 
Eigenschaft in der Form erscheinen muß: 

(7) xl + mx\^2nx^x^'=Q 
Die entsprechende Fläche wird 

(8) '£|5„ + i^ + 2«-^i^ = 

Die durch (7) gegebene Fläche schreiben wir in Ebenen- 
koordinaten 

(9) «fla^+Kf^-|-2m|jfa=0 
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Wird jetzt die Bedingung (6) eingeführt, so liefert die Ver- 
gleickung von (8) mit (9) die F 



n = i '■' "' ■ 

Das System (7) der Flächen kann also gesehrieben werden 

oder mit Benutzung eines rationalen Parameters 
f»34 (^3 + i.^ xl) + 2 i. ■ yöi2 a^i x^x^ = 

„Enthält also eine Korrelation auf einer Diagonale 

ihres Hauptvierseits eine Invokition konjugierter 

Punkte, so führt sie ooi Fläohen zweiter Ordnung 

(ein quadratisches System) reziprok nach der zweiten 

Art in sich über." 

Zum Absehluß dieser Betrachtungen über die projektive 

Beziehung einer F^ auf sieh selbst, muß noch bemerkt werden, 

daß die reelle Existenz der Geraden auf der F^, wie -wir 

sie voraussetzten, keine wesentliche Bedingung ausmacht 

für die Gültigkeit dieser Sätze, Dieselben bleiben auch für 

nichtgeradlinige Flächen richtig imd die Ausführung von 

Konstruktionen wird erleichtert, wenn man die von Voß und 

Zeuthen (siehe unten) gegebenen Theoreme benutzt, wonach 

jede solche Beziehung einer F% durch eine gewisse Anzahl 

von Centralprojektionen — es sind im höchsten Falle vier — 

vermittelt werden kann. 



§ 31. Die orthogonale Substitution. 

193. Das Problem der linearen Transformation einer 
F^ in sich zeigt noch eine rem analytische Seite. Nehmen 
wir an, die Fläche F^ sei in bezug auf ein Polartetraeder 
in der Form gegeben: 

a:[^ + X2^ -{- xp -i- xl^ = 

Alle Glieder sind also positiv, so daß wir es allerdings mit 
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einer imaginären Fläche zu tuen haben. Es möge nun die 
lineare Substitution 

(1) Qxi^SttikXk (i = 1, 2, 3, 4) 

die Fläche F^ in sich selbst tranafonnieren. Die neue 
Gleiehungsform muß folglieh sein: 

a^i + 3^2 + ic^ + 3^4 = 

Es hat also die lineare Transformation (1) unter dieser Vor- 
aussetzung die „Form" xi'^ -{- xP -\~ x^^ -\- x-'i^ bis auf einen 
etwaigen Zahlenfaktor in die Form x\ ■\- x% -\- x\ -\- xl über- 
geführt. 

Allgemein heißt eine Kneare Substitution von n Variabehi 
von der Form (1), welche die Eigenschaft hat, daß sie die 
Summe der Quadrate der Variabein bis auf einen Zahlen- 
faktor m wieder in die Summe der Quadrate der neuen 
Variabein überführt, so daß also 

(2) 2xr = mSx] (i = 1, 2, . . . w) 

(wo m im einfachsten Falle =- 1), eine orthogonale Sub- 
stitution. 

Es leuchtet ein, daß die Koeffizienten a,t dann einer 
Eeihe von Bedingungsgleichungen genügen müssen, die man 
erhalt, wenn man in die Gleichung (2) die Werte von xl aus (1) 
einführt. Die Vergleichung beider Seiten liefert sofort 

au+a\,+ ...+ali^m (i = 1, 2, 3 . . . «) 
öiiß;i. + «ai(i!2t+ .-. + «in-»«Jc = {i,h^l,2...n) 

Es be=(tehen mithin n -\ ^-^~ = c, • Bedingungs- 
gleichungen zwischen den n'^ Koeffizienten einer orthogonalen 
Substitution, &o daß 

„ »|» + 1>_ w(w — 1) 



dieser Koeffizienten willküi'lich gewählt werden dürfen. In 
der Tat hat Cayley (siehe unten) die Koeffizienten einer 
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orthogonalen Substitation als rationale Funktionen von 
1 

dingungsgleichungcn (3) ziehen wir endlich noch folgende 
zwei wichtige Folgerungen; 

Bildet man das Quadrat der Substitutionade terminante A, 
so folgt aus dem Multiplikationstheoi'eni für Determinanten 
mit Kücksicht auf (3) ohne weiteres 



Je nachdem die Determinante einer orthogonalen Substitution 
den Wert +1 oder — 1 hat, heißt sie eine eigentliche 
oder uneigentliche, was unseren Transformationen erster 
bezw. zweiter Art entspricht. 

Multipliziert man femer die Gleichungen (1) der Reihe 
nach mit an, «a*. . . ani, so ergibt sich 



oder mit Rücksicht auf (3) imd (2) 

mxi = aiix'i -\' aiiX'z-\' ... -{- a„iXn 
oder 
(4) mXi = 2akiXi (^ = 1, 2 . , , «) 

Von der umfangreichen Literatur seien folgende Arbeiten 
erwähnt: 
Cayley: „Sur quelques propri^tes des döterminants gauches". 

Jour. für Math., Bd. 32, 1846. 
Voß: „Über orthogonale Substitutionen." Math. Annaien, 

Bd. 13, 1878. 
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316 X. Die linearen TrauBformationan einar Flache a.s.f, 

Zeuthen: „Theorie des figurea projektives sur une surface 
du aeeond ordre". Math. Äniialen, Bd. 18, 1881. 

Sturm: „Über Kollmeationen und Korrelationen, welche 
Flächen zweiten Grades oder kubische Raumkurven in 
sich selbst transformieren". Math. Annalen, Bd. 26, 1886. 

Clebsch-Lindemann: „Vorlesungen über Geometrie". 
Bd. 2, 1. Teil, Seite 356. ~ Hier werden alle Trans- 
formationen einer F^ in sich abgeleitet und alle mög- 
hohen Fälle angegeben. Daran schließt sieh (S. 373) 
die Untersuchung der linearen Eaumtransformationeii, 
welche einen Kegelschnitt in sich überfuhren. 

Wendet man dies auf den unendlich fernen ima- 
ginären Kugelkreis an, so erhält man aus den i 
liehen Transformationen desselben die vei'schii 
Bewegungen des Baumes. Die von Lindemann für 
die uneigentlichen Traneformationen von drei und vier 
Variabein gegebenen Formeln bat auf eine quadratische 
Form von beliebig vielen Variabein ausgedehnt 

Löwy: „Über die Transformationen einer quadratischen Form 
in sich selbst". Inaug. Dies., München-Halle 1895. 



§ 32. Die Koordinaten-Transformation, aiifgefafst als 
liollmeare Beziehung. 

194. Wenden wir ims nochmals zu der schon öfter er- 
wähnten Auffassung, bei der wir ein und dasselbe Raum- 
gebüde auf zwei verschiedene Koordinatensysteme beziehen. 
Es seien also die Punktgruppen A^, A^, A^, A^, E und 
.^ii -^2, A^, A^, -E' ganz beliebig als Fnndamentalsysteme 
gegeben und ein Punkt habe in bezug auf dieselben die 
Koordinaten Xi bezw xl. Wir fragen nach dem Zusammen- 
hang zwischen diesen Koordinaten. Derselbe ließe sich direkt 
ermitteln, wir wollen ihn aber auf folgendem Wege her- 
stellen. Es möge eine kollineare Beziehung im Baume 
gedacht werden, so daß jedem Punkte Xi, der auf das Ko- 
ordinatensystem [Ai] bezogen wird, ein bestimmter Punkt xl 
entspricht, der zu dem Koordinatensystem [Ai] in Beziehung 
gebracht ist. Denken wir uns weiter, die koUineare Be- 
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§ 32. Die Koordinaten-Tranaformationen u. a. f. 31.7 

Ziehung gehe über in eine identische, so fallt jeder Punkt 
mit dem ihm entsprechenden zusammen und der kollineare 
Zusammenhang drückt lediglich die Eesdehmig des gleichen 
Punktes auf zwei Koordinatensysteme aus. Man kann also 
sagen: Jede Koordhiatentransformation läßt sieh auffassen 
als eine identische Kollineation, die bei Zugrundelegung 
verschiedener Koordinatensysteme jedes Element mit dem 
entsprechenden zum Zusammenfallen bringt. 

So betrachtet, läuft unsere Aufgabe darauf hinaus, in 
einer linearen Substitution 

(1) Qx! = Sa!i,X!, (1=1,2,3,4) 

die Koeffizienten aa der Bedingung gemäß zu bestimmen, 
daß die durch sie dargestellte Kollineation in eine Identität 
übergehe. Dies wird aber nach 165. der Fall sein, wenn 
fünf Punkte mit ihi'en entsprechenden sich vereinigen. Wir 
wollen dies für die Punkte A^, Ä^, Ä^, A^, E auedrücken, 
denen vermöge der Grleichungen (1) fünf Punkte entsprechen 
mögen, welche mit {-d^)' (-Sj)' (-^)' (A^' (E)' bezeichnet 
seien. Die Bednigung für die Identität der kollinearen Systeme 
ist dann: 

A = K)-; Ä,s(Ä,y; ^,sCJ,)'i A^^W; Es(Ey 

195. Um dies analytisch zu formulieren, muß die Lage 
des einen Koordinaten- Systems gegen das andere gegeben 
sein und zwar wollen wir die Koordinaten der Punkte Ai in 
bezug auf das System \Af\ einfuhren wie folgt: 

jl^ habe in bezug auf das Koordinatensystem \Ai\ 



u „ 


die Koordinaten 


ai, ai, ai, al 
K K IL U 


s « 


„ 


c{, ci, ci, cl 


. „ 


" 


d{, di, äi, di 
ei, ei, ei, e/ 



Andererseits hat z. B. der Punkt A^ im System [^,] die 
Koordinaten (Ä^, 0, 0, 0) und die Formeln (1) liefern für den 
ihm entepre eilenden Punkt (A^' als Koordinaten die Ver- 
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318 X. Die lineareu Traosfonnationen einer Fläche n. 8. f. 
hältniszaMen «n , «2j, «gj, ß^i! wir erhalten demnach folgende 



(2) 



■■«,1 


%i : '^41 = f*/ 


a{:al: 


■■"« 


«„ : «„ = K 


K-.ll: 


:«,, 


«SB : «*3 = Ci' 


Ca' ; Cg : 


:«„ 


o„ ; o„ - dl 


«:«: 



(3) 



~ a^i + %2 "T '«'lg + «14 
= «21 + «22 + (laa + <hi 

= «Sl + <^2 H- «BS + «S4 
= «41 + «43 + «43 + «14 



Um aus diesem System von Gleichungen die Kooffizienten aa 
zu ermitteln, drückt man*) die zwölf Größen «j^, a^j, . . . a^^, 
welche in den drei letzten Zeilen der Gruppe (3) stehen, 
vermöge der Gleichungen (2) ans durch die vier Größen 
%i, a^^t «13, %4 und erhält zur Beatimmung derselben die 
linearen Gleichungen: 



Q el = ttii + a^-i 



L3+«14 

- + !■ 
■'« + $■ 



Ol' 


Si' 


el 


* 


11,' 


M 


Ca, 


* 


«3 


K 


Cs' 


* 


a/ 


t; 


»4 


i! 
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§ 32. Die Koordinaten -Transformationen u. s. f. 319 

imd bezeieknet mau die Untefdeterminante, die zu a( gehört, 
mit Ol u. s. f.j so ergibt sieh aus (4) 

fi ■ Jli"«ii = a( • {e(a( + eiai-\- e^ai + e( a^) 
ferner 

fi ■ Ma-i^ = V ■ ißi'ß{ + e-Ißi + e^ßi + < ßl) 

fi , Jlf ttg^ = ai • {e{a{ + e{ai -\- e^ui + elai) 

u. 8. f. 

Setzt man diese Werte in die Gleichungen (!) ein, so geben 
dieselben den allgemeinsten Übergang von einem System 
projektiver Koordinaten zu einem zweiten. Für ebene 
Systeme findet man daraus unter Weglassung der vierten 
Koordinate die aUgemeinsten Gleichungen der Koordinaten- 
Transformation. Die zahlreichen, speziellen Fälle^, welche man 
aus diesen Formeln ableiten kann, können als Übung dienen. 
Hat man z. B. zwei rechtwinkelige Koordinatensysteme 
OX, OY, OZ rnid OX', OY', OZ' mit dem gleichen Ur- 
sprung 0, so erhält man die Transformationsformeln: 

x'==x- cos(X'X) -(- y ■ cos(X' Y) -\- s • QOä{X'Z) 

y' ^ X ■ cos(Y' X) + y ■ coe{Y' Y) + 3 • coä(Y' Z) 

s' =^ X ■ ms (Z' X) +y-cos{Z' Y) + ■ cos (Z' Z) 

Die Koeffizienten dieser Substitution genügen den Gleichungen 

cos^X'X) + cos^Y'X) + cos^Z'X) = 1 u, s. f. 

sowie 

coa(X'S) . cos(X' F) -|- eo8(r'Z) • coß(r' Y) 

+ cos {Z'X) cm (Z'Y} = (i 

u. s. t 

so daß wir es nach 193. mit einer orthogonalen Substitution 
zu tun haben. In der Tat ergibt sich ja auch för die Ent- 
fernung r eines Punktes vom Koordinatenanfang 

x^ +i)^ + S^ = x'^ + y'^ +0'^=^r'^ 
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G. J. Göschen 'sehe Verlagshandlung in Leipzig. 



eietttcnte der Stereometrie 



Prof. l>r. Gustav HolzmOller. 

I, Band: Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren 

Preis broschiert Mk, 6.— , gebunden M. 6,60. 

II. Band: D!e Berechnung einfach gestalteter Kflrper. Mit 

156 Figuren. Preis broschiert Mk. 10. — , gebunden 
Mk. 10.80, 

III, Band: Die Untersuchung und Konstrulitlon schwierigerer 

Raumgebilde. Mit 120 Figuren. Preis broschiert 
Mk. <).—, gebunden Mk. 9.80. 

IV. (SchlusE-] Band erscheint im Herbst tgo2. 

Dieses Werk dilrfte wohl einzig in seiner Art dastehen, 
denn in so umfa'isender und gründlicher Wei^'e ist die 
Stereoraetne noch njcht behandelt worden Das Wort 
elementar ist dabii so m nehmen, dass die hoher* Analvsis 
und im allgemeinen auch die analjti-iche Raumgeometrie aus 
geschlossen ble hen lahrend d e s\ thetische neuere Geometrie 
m den Krei's der Betrachtungen h neingeaogen wird soweit e^ 
die Methoden der dai stellenden Ueometne erfordern 

Alle Figuren auf die gan^ besondere Sorgfalt lerweniet 
worden ist sind ".treng k nstriert ind fa'Jt ]eJe ist ein Bei 
spiel der darstellenden Geometrie 

Trotz des elementaren Thaiaktels geht diese 1 eue Steie 
meti e weit über das übliche Ziel hinaus giebt neben den 
Lehrsätzen umfangreiches Ubungsmatenal betont d e Konatiuk 
tion und die Berechnung gl eichmassig und «ird somit an 
Vielseitigkeit und Gediegenheit de Inhaltv wohl \on keinem 
der hervorragenderen Lehrbücher erreicht 

Ausführliche Prospekte unberechnet und postfrei. 
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